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Aula 1

Motivagao: Mergulho de dlgebras; Uma pergunta natural quando investigamos
algebras e médulos é a seguinte: Dado uma algebra A, podemos encontrar uma
algebra R (com propriedades melhores) tal que A é subalgebra de R?
Mais precisamente, o seguinte problema foi extensivamente estudado:

Pergunta:. Dada uma élgebra A, e um inteiro n, para quais algebras, sob quais
condigoes A pode ser mergulhado no anel de matrizes M,,(R) com R sendo um
anel comutativo?

Uma condicao necesséria para a existéncia de tal mergulho é que a dlgebra A
também satisfaca as identidades polinomiais que sao satisfeitas pelas matrizes
n xn.

O problema de determinar quais dlgebras podem ser mergulhadas em alge-
bras de matrizes foi extensivamente estudado por Artin, Procesi, Posner, e estd
intimamente ligado ao problema de estudar sub-algebras invariantes pela agao
do grupo de matrizes inversiveis, como pode ser visto pelo resultados obtidos
por Procesi em [3] e mais recentemente em Diogo Claudemir e Plamen em [IJ.

Neste micro-curso estaremos interessados no estudo da estrutura deste aneis
de invariantes.

Na aula de hoje estaremos apresentarei os conceitos iniciais da teoria de
invariantes, como representacoes lineares de grupos, anel de fungoes coordenadas
de um espago vetorial e o anel de invariantes.

1 Funcoes regulares

Seja V um espaco vetorial sobre K, um corpo de caracteristica zero, V'V seu dual,
isto é o espaco dos funcionais lineares {f : V' — K}. Interpretando os elementos
de VV como funcoes sobre V', e considerando o produto das funcoes ponto a
ponto, podemos considerar a algebra de todas as K—lineares combinagoes de
fungoes de produtos de elementos de K.

Definigao 1. O anel de coordenadas de O(V') do espago vetorial V é a dlgebra
das fungoes F': V — K gerada pelos elementos de VV. Os elementos de O(V)
sao chamados fung¢oes requlares de V.



Fixe uma base {e1, - ,e,} de V. Considere os elementos z; € O(V), tal
que z;(ej) = 0; j, onde 0; ; denota o delta de Kronecker.

Exercicio 1. Prove que se dimV = n, entdao O(V) = K[z1,- - ,z,]. Ademais
prove que Kzy, - ,x,] é uma §lgebra de polindémios. (Os elementos z; sdo
algébricamente independentes sobre K).

Definicao 2. Dizemos que f € O(V), é uma funcao homgogénea de grau d se
f(tv) =t?f(v) para todo v € V e todo t € K.

Exercicio 2. Prove que toda fungdo f € O(V) pode ser escrita como f =
co+cifi+ -+ cpfr, onde ¢; € Ke f; é um polindbmio homogéneo de grau 1.
Ademais, mostre que essa decomposicao é tinica (a menos de c¢g).

Assim, podemos escrever O(V) = @,_; O(V)qonde O(V)g = {f € O(V),deg f =
d} de modo que O(V) tenha estrutura de uma &lgebra graduada.

2 Revisao Representacao de Grupos

Para qualquer espago vetorial V' denotaremos por GL(V') o espagos das trans-
formagoes lineares de 7' : V' — V. Quando fixamos uma base de V podemos
identificd-lo com K", e GI(V') com o conjunto das matrizes invertiveis GL(n, K)
de ordem n.

Definicao 3. Seja G um grupo. Uma representacao de G é um par (p, V),
onde V' é um espago vetorial (sobre K) e p : GL(V) é um homomorfismo de
grupos. Diremos que G é uma representacao racional, se dimV < oo e os
coeficientes da matriz de p(g) sao fungdes regulares para todo g € G.

Definigao 4. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma acao de G em X,
é uma fungdo ¢ : G x X — X, definida por ¢(g,2) = gz, com g € G ez € X,
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. ¢(e,z) = x, para todo = € X;
2. o(g,p(h,x)) = ¢(gh,x), para quaisquer g,h € G e x € X.
Notagao: G O X.
Um espago vetorial V' munido com uma agao de um grupo G é dito G—maodulo.

Exemplo 1. Dada uma a¢io a : G x V. — V 0 mapa g — «(g,—) é uma
representagao de G em V. Reciprocamente, se p é uma representagao de G em
V entdo o mapa (g,v) — p(g).v define uma agédo de G em V. Para essas agoes
vamos escrever g.v invés de p(g)v.

Definicao 5. Seja V um G—mdédulo. Diremos que f € O(V) é G—invariante
se f(gv) = f(v) para todo v € V. Denotaremos por O(V)¢ C O(V) a
subdlgebra das fungoes invariantes de V.



Cabe ressaltar que a acdo de G em V induz uma ac¢ao de G em O(V). De
fato, se g € G, f € O(V) entdo (g9f)(v) := f(g~ L)

Seja (p,V) uma representagao racional de G, e W C V, entdao W é dito
G—invariante se p(g)w € W para todo w € W. Neste caso é ficil ver que ob-
temos uma representacao o de W, restringindo a p a W. Também conseguimos
uma representagao (7, V/W) fazendo 7(g)(v + W) = p(g)v + W. Se tomamos
uma base pra W e completamos para uma base de V', podemos escrever a matriz
de p nesta base como

Esta matriz prova que (o, W) e (1, V/W) sdo representagoes regulares.
Isto motiva a seguitne definigao

Definicao 6. Dizemos que uma representagao (p, V') de G é redutivel, se existe
W C V tal que W é G—invariante. Se (p,V) nao é redutivel, dizemos que é
uma representacao irredutivel.

Definicao 7. Seja G um grupo algébrico linear. Dizemos que uma repre-
sentagao racional (p,V) de G é completamente redutivel se para todo su-
bespago invariante W C V, existe um subspaco G-invariante U tal que V =
W @ U. Isto implica que podemos escrever a matriz de p(g) como uma matriz
em bloco para cada g € G.

Definicao 8. Sejam (p, V), (7, W) duas representagoes de G.

Um G—homomorfismo é uma transformacao linear 7' : V. — W tal que
Tp(g) = 7(g9)T para todo g € G. T também é dito homomorfismo de
G—mddulos, e o conjunto de todos os G-homomorfismos é denotado por Homeg (V, W).
Diremos que duas representacoes (p, V'), (1, W) sdo equivalentes se existe T €
Homg (V, W) invertivel.

Exemplo 2. Sejam G = Zy e V = R2. Considere a representaciao p(0) =
10 (1) = 0 -1
o1 [P T 1 o0 |-

. . L orgs €1+ e
Considerando a base canénica de R? {e1, es}, é facil ver que ey =

V2

€L —ex . . . 111 1
e_ = sao G-invariantes, tomando a matriz S = — ,
V3 Va1 -1

Obtemos a representacao equivalente p’'(0) = { é (1) ] ,ep'(1) = [ (1) _01 } .

Segue que (p',R?) = (po,R) @ (p1,R), onde (pg,R) corresponde a repre-
sentagao associada a identidade.

Seja (p, V) uma representacdo de G completamente redutivel, entdo V se
decompoe como soma direta de irredutiveis W;. Agrupando todas as subre-
presentacdes irredutiveis isomorfas, podemos escrever (p, V) = (pl', @W ™),
onde n; é dita multiplicidade de W,. Deste modo temos que V = &V, com



cada Vi, = W;'*. Tal decomposicao de V é dita decomposigao isotipica. (E
necessario demonstrar que ny, estd bem definido e que a decomposicao é tinica).

Para que evitemos a liguagem de esquemas, trabalharemos com grupos
algébricos lineares, ao invés de grupos algébricos.

Definicao 9. Seja G um grupo. G é dito grupo algébrico linear se G C
GL(n,K) e um conjunto de fungdes A C O(Mat(n,n,K)), tal que

G = {g € GL(n,K); f(g9) =0; Vg € A}.

Exemplo 3. E claro que GL(n,K) é grupo algpébrico linear. Basta considerar
a A como sendo a fungéo nula.

Exemplo 4. SL(n,K) é grupo algpébrico linear, gerado por uma tnica equagao
(f =detg—1).

Exemplo 5. D(n,K), o grupo das matrizes diagonais é grupo algébrico linear,
gerado pelas equagoes (z; ;(g) = 01).

Definicao 10. Um grupo algébrico linear G ¢é dito redutivo, se toda repre-
sentagao racional de (p, V') é completamente redutivel.

Enfatizar aqui que preciso char K = 0 pois a defini¢do de redutivo é mais
complicada pro caso geral.

E possivel provar que GL(V),0(V), Sp(V)... sdo redutivos.

Também é possivel provar que todo grupo finito é (algébrico e) redutivo.

Podemos agora enunciar o resultado principal desse microcurso.

Theorem 1. Sejam G wm grupo linear algébrico redutivo, V. um K-espaco
vetorial de dimensdo finita, e o : G xV — V uma agdo racional. Entio O(V)¢
€ um K—adlgebra finitamente gerada.

Uma referéncia sugerida para os asssuntos discutidos hoje é [2].
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