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Aula 2

Exemplo 1. Sejam G = Zy e V = R2. Considere a representagao p(0) =
R IR
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Considerando a base candnica de R? {e1, es}, é facil ver que ey =
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Obtemos a representacao equivalente p’(0) = 0 1|:¢r (1) = 0 -1 |
Segue que (p',R?) = (po,R) @ (p1,R), onde (pg,R) corresponde a repre-
sentagao associada a identidade.

Seja (p,V) uma representagdo de G completamente redutivel, entdo V se
decompoe como soma direta de irredutiveis W;. Agrupando todas as subre-
presentacgdes irredutiveis isomorfas, podemos escrever (p, V) = (p}'*, @W ™),
onde n; é dita multiplicidade de W;. Deste modo temos que V = ®&Vj, com
cada Vj, = W;'*. Tal decomposicao de V ¢é dita decomposigao isotipica. (E
necessario demonstrar que ny estd bem definido e que a decomposicao é unica).

Observagao Ontem definimos grupos algébricos lineares como sendo sub-
grupos de GL(n, K) que podem ser obtidos como zeros de polindémios em M(n, K).
Considerando um isomorfismo dado por ¢ : GL(V) — GL(n,K) dado a partir
da escolha de uma base de V, dizemos que G C GL(V') é grupo linear algébrico
se p(G) é um grupo linear algébrico.

Definicao 1. Seja G = GL(n,K). Definimos a algebra de fungoes regulares de
GL(n,K) como sendo

O(GL(n,K)) =K[z1,1,Z1,2, * » Toyns det(x)™1],
onde det(z) é expresso como um polindémio nas varidveis {z1,1, -+, Tn.n}-

Seja ¢ : GL(V) — GL(n,K) um isomorfismo dado a partir de uma escolha de
base para V. A §lgebra de fungoes regulares O(GL(V)) é gerada pelos elementos
da forma @ o f. (Prove que O(GL(V)) nao depende da escolha de ¢).



Sejam ¢ : G — H uma fungdo entre grupos algébricos. Para cada f € O(H)
definimos a fungdo ¢*(f) = f o 9.

Definigao 2. Sejam G e H grupos algébricos lineares. Dizemos que ¢ : G — H
é um mapa regular se Yv*(O(H)) C O(G).

Defini¢ao 3. Dada uma representacao (p,V) de um grupo algébrico linear,
dizemos (p, V') é uma representacao racional se dimV < co e p: G — GL(V)
é um mapa regular. Dizemos que uma acao a : G x V. — V é racional se é
compativel com V e a representagao associada é racional.

Definicao 4. Um grupo algébrico linear G é dito redutivo, se toda repre-
sentagao racional de (p, V') é completamente redutivel.

Nao ¢ dificil provar que a restrigao de p a cada subespaco invariante também
é uma representagao racional.

Enfatizar aqui que preciso char K = 0 pois a defini¢do de redutivo é mais
complicada pro caso geral.

E possivel provar que GL(V),0(V), Sp(V)... sdo redutivos.

Também é possivel provar que todo grupo finito é (algébrico e) redutivo.

As definicoes e resultados da aula anterior nos permitem introduzir a seguinte
definicao.

Sejam A uma K—4&lgebra associativa munida de uma agéo compativel (com
a estrutura de espago vetorial) por um grupo algébrico linear G (Isto é, existe
uma reresentacdo de p : G — GL(A)). Seja A9 = {a € A; p(g).a =a, Vg € G}.
E claro que A¢ ¢ uma subslgebra de A.

Defini¢do 5. Um mapa linear R : A — A% é dito opeador de Reynolds se
satisfaz as seguintes condigoes:

e R ¢ sobrejetivo;
e Para todo a € A%, e todo b € A, temos que R(ab) = aR(b).

O seguinte lema garante a existéncia de um operador de Reynolds na situacao
em que estaremos interessados.

Lemma 1. Sejam G um grupo linear algébrico redutivo, V um K-espaco vetorial
de dimensao finita, e o : G x V. — V uma agdo racional. Entao O(V) admite
um operador de Reynolds.

Demonstragao. Seja (m, V) a representagdo racional de G induzida pela acéo
a. Definimos uma representagido de G na &lgebra (visto como espago vetorial)
O(V). da seguinte maneira:

p(9)f(v) == f(x(g™"))

Considere a decomposigao O(V) = ®O(V); em componentes homogéneas.
Note que cada componente O(V); tem dimensao finita e é G—invariante.



De fato para cada f € O(V), t € K, e g € G, temos

p(9)f(tv) = f(r(g~")tw)) = f(t.m(g™ ) =t* f(x (g )v) = t* p(g) f (v).

Assim, considere a py a restrigdo de p a O(V),. Como G é redutivo, entao
(pr, O(V)g) é completamente redutivel, e existe uma decomposicao isotipica

OV )i = @ Wio),
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onde G é o conjunto das classes de equivaléncia de representagoes racionais de
O(V)g, e W, é a o-isotipica componente de O(V)y.

Seja f € O(V), podemos escrever f = fo + - -+ fs, com cada f; é um
polinémio homogéneo de grau i. Ademais, decompondo cada f; como acima, e
agrupando os termos com o mesmo o, podemos escrever

f:Zfa

UE@

Denote por f# a componente isotipica de f correspondente a representacio
trivial. Defina para todo f € O(V), R(f) = f#. O mapa esta bem definido pois
f# € O(V)Y por defini¢ao. Além disso é caro que é linear e sobrejetivo. Vamos
provar a segunda condi¢ao. Como multiplicagdo por elementos G'—invariantes
deixa subespacos isotipicos invariantes, temos que se f € O(V) e g € O(V)¢

R(gf) = (9/)* = g(f)* = gR(f),

como queriamos. O



