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Antes de demonstrarmos o nosso resultado principal, enunciaremos o Teorema
da Base de Hilbert, que serd fundamental.

Teorema 1 (Base de Hilbert). Seja A um anel Noetheriano, entio Alx] é
Noetheriano.

Corolario 1. Todo ideal do anel Klxy,- - ,x,] € finitamente gerado.

Teorema 2. Sejam G um grupo linear algébrico redutivo, V- um K-espaco ve-
torial de dimensao finita, e o : G x V. — V uma ac¢do racional. Entdo O(V)¢
€ um K—dlgebra finitamente gerada.

Demonstragdo. Considerando O(v) como um O(V)%-médulo, segue da defini¢io
do Lema anterior que R : O(V) — O(V), tal que R(f) = f# é um homomor-
fismo de O(V)%—médulos.

Note que toda fungao f € O(V), G—invariante, estd contida na componente
isotipica a identidade da decomposi¢ao de O(V'). Portanto, se R é nulo, temos
que O(V)¥ = 0 que é finitamente gerado.

Assuma a partir de agora que R é nao nulo.

Considere I C O(V)¥ € O(V) o conjunto das fun¢des G—invariantes sem
termo constante, (isto é, f = fo+---+ fi, e s > 1).

Afirmacgao 1: [ é um ideal. Prova: exercicio.

Pelo Teorema da base de Hilbert O(V') é finitamente gerado, e logo I é
finitamente gerado como ideal de O(V). Sejam {e1, -+ ,e,} C O(V)Y tal que

I= (e, - ,es) como ideal.
Afirmagdo 2: O(V)% = (e, ,&,) como K—algebra.
Seja f € O(V), vamos provar que existe um polindmio p em Kley, - ,&,]

tal que f = p(él, t 355)'
Procederemos por inducao em grau de f. Se deg f = 0, entdo f = ¢, com
c € K, e claro que p == c satisfaz f = p.
Suponha que a afirmagao é verdadeira para g € O(V)% tal que degg < n—1,
e suponha f € O(V) tal que deg f = n. Entdo existem fi,---, fs € O(V) tal
que
[ =fier+- -+ fses,



como f € O(V)%, temos que R(f) = f, logo:

F=R(f) =R(frex + -+ fses) = R(f1)e1 + - - + R(fs)ess

uma vez que R é O(V)%—homomorfismo. Como R(f;) = fz# € O(V)%, e como
deg fz# < deg f; < degf = n, temos pela hipdtese de inducao que existem
P1y- ,Ps € K[Eb o ;55]; tal que fl = pi(€l7 e ;Es)a 1Og0

S
f= Zpi(e?l,"' 1€5)Eis
i=1

e portanto O(V)¢ é finitamente gerada como algebra. O

Para corpos de caracteristica diferente de zero, existe a nocdo de grupo
algébrio geometricamente redutivo e grupo algebrico linearmente redutivo. Em
caracteristica zero as 3 nogoes sao equivalentes, em particular, se char K =0, o
teorema acima ¢é o Teorema de Nagata.

O ponto fraco da demonstragao do teorema anterior é que ele prova que
O(V)¢ é finitamente gerado mas nio diz como construi (ey,--- ,2).

Nagata deu um contra-exemplo onde a agado de um grupo nao redutivo de
modo que a algebra de invariantes nao é finitamente gerada.

Um pouco de geometria algébrica

Seja V um espago vetorial. Seja A C O(V'), denotamos por

V(A) ={veV;flv)=0Y f € A}

o lugar de zeros de A. E possivel mostrar que V(A) = V((A)).
Um subconjunto F' C V é dito conjunto algébrico afim se existe ideal
I C O(V) tal que
F=Vv()

E possivel mostrar que existe uma bijecao entre conjuntos algébricos em V'
e ideais radicais de O(V). E possivel definir em V uma topologia cuja familia
de fechados é composta por conjuntos algébricos afins. Tal topologia é dita
topologia de Zariski.

Exercicio 1. Descreve a topologia de Zariski em C.

Seja X C V um conjunto algébrico afim, dado por X = V(I). Definimos
O(X)=0(V)/I.

Sejam X e Y conjuntos algébricos afins. Um mapa ¢ : X — Y, é dito
morfismo regular se p*(O(Y)) C O(X). Nao ¢ dificil provar que ¢ é um mapa
continuo neste caso. E possivel demonstrar que



Teorema 3. Existe uma equivaléncia (contravariante) entre a categoria de con-
juntos algébricos afins e K—dlgebras finitamente geradas sem elementos nilpo-
tentes.

Traduzindo o teorema de Nagata para este contexto temos:

Seja G um grupo algébrico linear agindo racionalmente em V. Uma vez que
O(V)¢ — O(V), temos pelo teorema anterior que existe 7 : V — Y, onde YV’
é o conjunto algébrico afim associado a K—algebra finitamente gerada O(V)¢.
Veremos a seguir que existem apesar de existirem situagoes em que Y nao possui
propriedades boas o suficientes, Y é o melhor que vamos conseguir.

Definigao 1. Se G age em dois conjuntos X, Y, diremos que um mapa ¢ : X —
Y é G—equivariante se p(g.x) = g.p(x) para todo z € X e todo g € X.

Definicao 2. Um quociente categérico para a acao de G em X é um mor-
fismo regular G—invariante ¢ : X — Y, tal que para qualquer outro morfismo
G—invariante f : X — Z, f se fatora de maneirda unica por ¢, de modo que
existe h: Y — Z tal que f = poh.

Teorema 4. Seja V um espago vetorial, G um grupo algébrico linear agindo
racionalmente em V., e Y o conjunto algébrico afim associado a O(V)¥. Entdo
m:V =Y (0 mapa induzido por O(Y) — O(V) é um quociente categérico.

Se V' é um espaco vetorial cujos pontos representam objetos que gostariamos
de classificar mediante uma relagao de equivaléncia dada pelo grupo, o espaco
das orbitas da agao seria o espago que gostarfamos de entender. Muitas vezes
este espaco nao tem uma boa estrutura, mas o Teorema acima nos diz que Y é
a "melhor aproximacao”possivel para o espago de orbitas.

Exemplo 1. Seja V = M,(K), e G = Gl(n,K). Gostarfamos de classificar
matrizes em M, (K) a menos de equivaléncia, isto é, gostariamos de classificar
as matrizes A a menos de acdo gAg~'. A resposta para este problema de clas-
sificagdo é dada pela forma candnica de Jordan, onde cada matriz corresponde
a uma tUnica matriz decomposta em blocos de Jordan (a menos de permutagao
dos blocos). Apesar de esta decomposicao ser satisfatéria do ponto de vista de
teoria dos conjuntos. Ha alguma informagao que estamos perdendo; Para o caso

n = 2, note que
Al A0
=l a)e= o 3]

estao em érbitas diferentes, e que para todo € > 0 temos

ERIEEY I N R

e que estd na dérbita de A, mas fazendo € — 0, vemos que B pertence ao fécho
da orbita de A. Gostariamos de entender porque.

Pelo que vimos acima 7 : M, (K) — M, (K)%&) corresponde a melhor
aproximagao para o espaco de érbitas. Se s; = Tr A e so = det A, é possivel



provar que My(K)G2(®) = K]s;,s5]. Assim é aproximacio para o espaco de
érbitas é dado por 7 : My(K) — K2, dado por [ ch Z } — (a+d,ad — ¢b) =
(s1(A), s2(A)).

Se A possui autovalores iguais entdo 4(t) = t? — s1(A)t + s possui discri-
minante igual a zero, isto é, s;(A4)? = 4s5(A). Essa condi¢io determina uma
curva fechada em K? dada por (z,y) € K? tal que 22 — 4y =0

Se p = (x,y) € K2\ C, entdo 7~ !(p) consiste de um tnico ponto (a matriz
diagonal (A1, A2) com A; = solugdo da equacdo de segundo grau.

Se p = (z,y) € C, entdao 7! consiste de duas érbitas (diagonal lambda, ou
matriz triangular superior).

Para descrevermos os pontos das érbitas como subconjuntos de Ms, é conve-
niente que a projecao na primeira coordenada dependa de apenas uma variavel,
entao é conveniente escrever

A =u(A)diag(1/2,1/2) + v(A)diag(1/2,—1/2) + w(A)e21 + z(A)el2

Assim temos para todo p = (x,y) que

T p) = (w0, w, 2)su = @ 0% + dwz = 2% — dy}



