Ciclo 3 — Grupo 3

Férum sobre Planejamentos e Avaliacdes do PIC

Prezados Coordenadores, Professores e Alunos.

No Portal do PIC (https://20pic.obmep.org.br/) estd disponibilizado um férum de
discussdo sobre os Planejamentos e sobre as Avaliagdes do PIC.

Roteiro Avaliagcdo Forum

wo B B O

Utilize este férum para:

¢ Fazer comentdrios sobre os roteiros e as avalia¢des.
* Sugerir assuntos ou problemas para serem incorporados nos roteiros.
¢ Compartilhar sugestdes e boas ideias.

¢ Compartilhar os materiais utilizados na sua regiao: listas de Problemas, resumos,
apresentagdes em power-point, atividades, jogos, materiais complementares, etc.

* Publicar solugdes interessantes dos problemas propostos.
¢ Informar erros encontrados nos materiais disponibilizados.
* Ler os comentdrios e baixar os materiais compartilhados pelos colegas do PIC.

® etc.

Preferimos que os comentdarios sobre os Planejamentos e as Avalia¢des sejam postados
nesse Forum.

Muito obrigado
Comité Académico do PIC
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Assuntos a serem abordados nesse encontro:

¢ Principios aditivo e multiplicativo, permutag¢des, permutagdes com repeti¢do, com-
binagoes.

O objetivo desse encontro é apresentar os conceitos principais de contagem e sua aplica-
¢do em diversos problemas.

Textos para consultas
¢ Capitulos 8 e 9 do livro “Primeiros Passos em Combinatdria, Aritmética e
Algebra. B. Holanda, E. A. Chagas, 2018.

¢ Capitulos 1 e 4 da apostila do PIC da OBMEP “Métodos de Contagem e
Probabilidade”.

P. C. P. Carvalho. Clique aqui para acessar o texto

* Material Tedrico do Portal da Matematica, “Principio Fundamental da Con-
tagem”.

F. S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto

e Material Teérico do Portal da Matematica, “O Fatorial de um Numero e as
Permutagdes Simples”.

F. S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto

* Material Teérico do Portal da Matematica, “Arranjos e Combinagdes Sim-
ples”.

F. S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto

e Material Tedrico do Portal da Matematica, “Permuta¢des com Elementos Re-
petidos”.

F. S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto

Exercicios a serem discutidos com os alunos: estd disponibilizada uma lista de doze
exercicios. O professor devera propor os exercicios da lista para que os alunos resolvam.
Acompanhando, individual ou coletivamente, a tentativa de resolu¢do dos exercicios pe-
los alunos, o professor podera perceber o nivel de compreensdo dos alunos. Para cada
exercicio da lista, sugere-se que pelo menos um dos alunos que o tenham resolvido apre-
sente sua resolugdo para os demais alunos, e o professor acompanhe a resolugdo, corri-
gindo, destacando e aprofundando o entendimento da resolucgdo. Se todos os exercicios
da lista forem resolvidos durante o tempo do encontro, cabe ao professor propor exer-
cicios adicionais sobre os assuntos abordados. Exercicios adicionais sobre os assuntos
abordados podem ser encontrados, por exemplo, no texto para consulta.
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Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem

Se uma decisdo d; pode ser tomada de p maneiras e, qualquer que seja essa escolha, uma
decisdo dy pode ser tomada de ¢ modos, entdo o nimero de maneiras de se tomarem
consecutivamente as decisoes d; e dy é igual a pg.

Em geral: suponha que vocé tenha que tomar n decisdes sucessivas di,ds, ... ,d, e que
cada decisdo pode ser x; maneiras. Entdo o nimero de maneiras de se tomar as decisdes
sucessivas di, do, . .., d, é igual a multiplicagdo z 1z - - - Ty,

Principio Aditivo

Ao dividir um problema de contagem em dois casos, sendo que, em cada caso, contamos
o nimero de solugdes que nele se enquadram e todas as solu¢des se enquadram em exa-
tamente um dos casos, entdo o nimero total de solugdes é igual a soma dos ntiimeros de
solugdes de cada caso.

Permutacdes Simples e Combina¢des Simples
Seja A = {a1,aq,...,a,} um conjunto com n elementos.

Uma lista ordenada formada por todos os elementos de A é dita uma permutagio (simples)
de aj,as, ..., a,. Denotamos por P, o nimero de permutagdes de ay, as, ..., ap.

Temos que
P,=nn—1)(n—2)---3-2-1=nl

Além disso, definimos Py = 0! = 1.

De fato, para formar uma permutagdo de ay,as, ..., a,, inicialmente, hd n maneiras de
escolher o primeiro elemento da permutagdo. Uma vez escolhido o primeiro elemento
da permutagdo, ha n — 1 maneiras de escolher o segundo elemento da permutacdo (ndo
pode ser igual ao primeiro elemento). Uma vez escolhidos o primeiro e segundo ele-
mentos da permutagdo, hd n — 2 maneiras de escolher o terceiro elemento da permu-
tacdo (ndo pode ser igual ao primeiro elemento e nem igual ao segundo), e assim por
diante. Pelo Principio Multiplicativo, o nimero de permutacdes de ay, as,...,a, é P, =
nn—1)(n—-2)---3-2-1=nl

Seja k um ntmero inteiro, com 0 < k£ < n. Uma combinagio (simples) de aq,az, ..., ay
tomados k a k é um subconjunto de A com k elementos. Denotamos por C* ou <Z> 0
nimero de combinagdes simples de ay, as, . .., a, tomados k a k.
Temos que
ok (™) = n! _nn-=1)Mn-2)---(n—k+2)(n—k+1)
"\k) K-k k! ’

De fato, vamos contar, de duas maneiras diferentes, o nimero de listas ordenadas forma-
das por k elementos de A.

* Primeira maneira: H4 n maneiras de escolher o primeiro elemento da lista. Uma
vez escolhido o primeiro elemento da lista, ha n —1 maneiras de escolher o segundo
elemento da lista (ndo pode ser igual ao primeiro elemento). Uma vez escolhidos o
primeiro e segundo elementos da lista, hd n — 2 maneiras de escolher o terceiro ele-
mento da lista (ndo pode ser igual ao primeiro elemento e nem igual ao segundo),
e assim por diante. Pelo Principio Multiplicativo, o ntiimero de listas ordenadas
formadas por k elementos de A éigualan(n —1)(n —2)---(n —k+2)(n — k + 1).
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* Segunda maneira: H4 C¥ maneiras de escolher os k elementos que comporio a
lista. Uma vez escolhidos os elementos da lista, ha P, = k! de ordené-los, for-
mando assim uma lista (ordenada). Pelo Principio Multiplicativo, o ntiimero de
listas ordenadas formadas por k elementos de A é igual a C¥ - k!.

Como as duas maneiras acima descritas contam o mesmo conjunto, entdo
Cr El=nn—1)n—-2)(n—k+2)(n—k+1),ouseja,

Ck:n(n—1)(n—2)~-(n—k+2)(n—k+1)
" k! '

Além disso, multiplicando o numerador e o denominador da fragdo acima por (n — k)!,

!
e considerando que n(n — 1)(n —2)--- (n — k + 1)(n — k)! = n!, tem-se C* = ﬁ
dAn — .
Permutacgdes com Repeticao
Sejam ay, as, ..., a, elementos ndo todos distintos, de modo que um deles aparece k;

vezes, outro aparece ko vezes, e assim por diante, de forma que k1 = ky +--- + k,, = n,
sendo m o nimero de elementos distintos. Uma permutacdo desses elementos é uma
lista ordenada formada por todos esses elementos.

Denotamos PF2:--Fm o ntimero de tais permutacdes. Temos que
Pk17k27---7k'm — m' X
" kilko - - k!

De fato, para simplificar a nota¢do, vamos contar, por exemglo, o ntimero de permuta-
¢Oes dos elementos a, a, a,b,b, ¢, ou seja, vamos calcular Pg 21 (o caso geral é andlogo).
Inicialmente, hd Cs"3 maneiras de escolher 3 posi¢des na permuat¢do para nelas colocar
os 3 elementos iguais a a. Uma vez colocados os 3 elementos iguais a a nas 3 posi¢des
escolhidas da permutagdo, hd C3 maneiras de escolher 2 posi¢des na permutagio para
nelas colocar os 2 elementos iguais a b. Depois disso, h4 C] = 1 maneira de escolher
uma posicdo na permutacdo para nela colocar o tnico elemento igual a c. Pelo principio
multiplicativo, o ntimero de permutagdes de a, a, a, b, b, c é igual a

6-5-4 3-2-1 1 6!
3-2-1 2.1 1 3knv

3,2,1 _ ~3 2 1 _
PPl =c3.c2.cl =

Pagina 4 de 21



Ciclo 3 — Grupo 3

PIC 2026
G3 -CICLO 3-ENCONTRO 1
Exercicios — Enunciados

No que segue, apresentamos uma lista de problemas que devem ser utilizados para di-
recionar o estudo do contetido durante a aula. Estes exercicios devem ser trabalhados
segundo a metodologia do ensino da Matemadtica através da resolugdo de problemas e as
discussoes desses exercicios devem motivar o estudo dos contetidos propostos para esta
aula.

Exercicio 1. (“Primeiros Passos em Combinatéria, Aritmética e Algebra” — Problema
8.5, pag. 61):

Em um relégio digital, as horas sdo exibidas por meio de quatro algarismos. O relégio
varia das 00:00 as 23:59 . Quantas vezes por dia os quatro algarismos mostrados sdo
todos pares?

Exercicio 2. (“Primeiros Passos em Combinatdria, Aritmética e Algebra” — Problema
8.9, pag. 62):

Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos existem?

Exercicio 3. (“Primeiros Passos em Combinatéria, Aritmética e Algebra” — Problema
8.15, pag. 63):

De quantas formas podemos colocar 4 bolas verdes idénticas e 4 bolas amarelas idénticas
em um tabuleiro 4 x 4 de modo que cada coluna e cada linha possua exatamente uma
bola de cada cor?

Exercicio 4. (“Circulos Matematicos de Moscou: Problemas Semana-a-Semana” -
Problema 3.2, pag.7):

Quantos ntimeros naturais de trés digitos possuem todos os seus algarismos com a mesma
paridade?

Exercicio 5. (Material Te6rico do Portal da Matemdtica, “Arranjos e Combinagdes
Simples” — Exemplo 14):

Um cartdo da Mega-Sena contém um conjunto de 60 nimeros, de 1 até 60. Um jogo
consiste em uma escolha de 6 ntimeros desse cartdo. Contudo, o jogador tem a opgao de
marcar mais do que 6 niimeros. Ao fazer isso, ele estard apostando em todos os jogos que
podem ser formados com 6 nimeros do conjunto dos niimeros marcados. Atualmente,
0 preco para apostar em um jogo é R$ 3,50. Assim, ao marcar uma quantidade maior de
niimeros em um cartdo, o jogador ird pagar por todos os jogos que podem ser formados
com os nuimeros escolhidos.

(@) Qual é o total de jogos da Mega-Sena?

(b) Caso um apostador marque nimeros do cartdo, quanto ele ird pagar e qual serd a
sua chance de ganhar?

Exercicio 6. (Apostila do PIC “Métodos de Contagem e Probabilidade” — Problema
8, pag. 37):

Quantos sdo os niimeros naturais de 7 algarismos nos quais o algarismo 4 figura exata-
mente 3 vezes e o algarismo 8 exatamente 2 vezes?
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Exercicio 7. (Apostila do PIC “Métodos de Contagem e Probabilidade” — Problema
11, pag. 37):

Quantos sdo os anagramas da palavra PARAGUAIO que ndo possuem consoantes jun-
tas?

Exercicio 8. (Material Te6rico do Portal da Matematica, “Permuta¢des com Elemen-
tos Repetidos” — Exemplo 9):

Um sapo estd sobre uma reta. A cada pulo que ele d4, ele anda exatamente 15 cm para a
direita ou 15 cm para a esquerda. Sabe-se que ele deu 10 pulos e retornou a sua posi¢ao
original. Determine a quantidade de percursos distintos que ele pode ter percorrido.

Exercicio 9. (Prova da OBMEP 2012 — Primeira Fase — Questido 18 — Nivel 3):

Seis amigos, entre eles Alice e Bernardo, vdo jantar em uma mesa triangular, cujos lados
tém 2, 3 e 4 lugares, como na figura. De quantas maneiras esses amigos podem sentar-se
a mesa de modo que Alice e Bernardo fiquem juntos e em um mesmo lado da mesa?

Exercicio 10. (Prova da OBMEP 2009 — Primeira Fase — Questio 17 — Nivel 3):

Com exatamente dois segmentos de reta, podemos fazer figuras diferentes unindo os
vértices de um pentdgono. Cinco dessas figuras estdo ilustradas a seguir.

Incluindo essas cinco, quantas figuras diferentes podemos fazer desse modo?

Exercicio 11. (Banco de Questoes da OBMEP 2014 — Questio 17 — Nivel 3):

Papai Noel chegou a casa de Arnaldo e Bernaldo carregando dez brinquedos distintos e
enumerados de 1 a 10 e disse a eles: “o brinquedo ntimero 1 é para vocé, Arnaldo e o
brinquedo nimero 2 é para vocé, Bernaldo. Mas esse ano, vocés podem escolher ficar
com mais brinquedos, contanto que deixem ao menos um para mim”. Diga de quantos
modos Arnaldo e Bernaldo podem dividir entre eles o restante dos brinquedos.
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Exercicio 12. (Prova da OBMEP 2019 — Segunda Fase — Questdo 5 — Nivel 3):

Um tabuleiro preenchido com as letras A, B, C e D é bacana se essas quatro letras apa-
recem em qualquer quadriculado do tabuleiro. Por exemplo, dos tabuleiros abaixo, o da
esquerda é bacana e o da direita ndo é bacana.

CcC|D|C C| B |C
Al B | A C| D | A
D | C A|C| B

(a) Preencha os tabuleiros abaixo de modo que eles sejam bacanas e diferentes entre si.

(b) Quantos tabuleiros 2 x 8 bacanas existem?

(¢) Quantos tabuleiros 8 x 8 bacanas existem?
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PIC 2026
G3 - CICLO 3- ENCONTRO 1
Exercicios — Solucoes

Exercicio 1. Vamos pensar em trés blocos de digitos. O primeiro bloco é formado pelos
dois primeiros digitos, que formam a hora do dia, o segundo é formado pelo terceiro
digito, que forma a dezena do minuto, e o terceiro é formado pelo quarto digito, que
forma a unidade do minuto. H4 7 maneiras de escolher o primeiro bloco de digitos (00,
02, 04, 06, 08, 20 ou 22). Uma vez escolhido o primeiro bloco de digitos, hd 3 maneiras
de escolher o segundo bloco de digitos (0, 2 ou 4). Uma vez escolhidos o primeiro e o
segundo blocos de digitos, ha 5 maneiras de escolher o terceiro bloco de digitos (0, 2, 4, 6
ou 8). Assim, pelo Principio Multiplicativo, hd 7 - 3 - 5 = 105 horas do dia em que todos
os quatro algarismos mostrados no relégio sdo todos pares.

Exercicio 2. H4 9 maneiras de escolher o algarismo das centenas (ndo podemos esco-
lher o zero). Uma vez escolhido o algarismo das centenas, hd 9 maneiras de escolher
o algarismo das dezenas (ndo podemos escolher o algarismo escolhido para ser o alga-
rismo das centenas). Uma vez escolhidos os algarismos das centenas e das dezenas, h4 8
maneiras de escolher o algarismo das unidades (ndo podemos escolher o algarismo esco-
lhido para ser o algarismo das centenas e nem o algarismo escolhido para ser o algarismo
das dezenas). Logo, pelo Principio Multiplicativo, a quantidade de nlimeros naturais de
trés algarismos distintos é iguala 9 -9 - 8 = 648.

Exercicio 3. Observemos que em cada linha do tabuleiro precisa ter uma tnica bola
verde. Para a primeira linha do tabuleiro, hd 4 maneiras de escolher a coluna em que
ficard uma bola verde. Uma vez escolhida a coluna em que ficard na primeira linha uma
bola verde, hd 3 maneiras de escolher a coluna em que ficard a bola verde da segunda
linha (pois ndo pode ser a mesma coluna em que estd a bola verde da primeira linha).
Uma vez escolhidas as colunas em que ficardo as bolas verdes da primeira e segunda li-
nhas, hd 2 maneiras de escolher a coluna em que ficard a bola verde da terceira linha (pois
ndo pode ser nenhuma das colunas em que estdo as bolas verdes da primeira e segunda
linhas). Uma vez escolhidas as colunas em que ficardo as bolas verdes da primeira, se-
gunda e terceira linhas, ha apenas 1 maneira de escolher a coluna em que ficara a bola
verde da quarta linha (pois ndo pode ser nenhuma das colunas em que estdo as bolas
verdes da primeira, segunda e terceira linhas). Assim, hd 4-3-2-1 = 24 maneiras de
escolher uma disposi¢do das bolas verdes no tabuleiro. Observemos que, para cada bola
verde disposta no tabuleiro, precisa ter uma tinica bola amarela na mesma linha dessa
bola verde e uma tinica bola amarela na mesma coluna dessa bola verde. Assim, uma
vez escolhida uma disposi¢do das bolas verdes no tabuleiro, ha 3 maneiras de escolher
uma coluna em que ficard uma bola amarela na primeira linha (ndo pode ser a mesma
coluna em que esta a bola verde da primeira linha). Uma vez escolhidas uma disposi¢do
das bolas verdes no tabuleiro e uma coluna em que ficara uma bola amarela na primeira
linha, hd 3 maneiras de escolher uma linha em que ficard uma bola amarela na mesma
coluna em que estd a bola verde da primeira linha. Agora, observemos que, uma vez
feitas as escolhas anteriores, ha apenas 1 maneira de escolher as posi¢des das bolas ama-
relas restantes. Assim, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de maneiras de dispor as
bolas no tabuleiro de modo que cada coluna e cada linha possua exatamente uma bola
de cada cor éiguala 24 -3 -3 = 216. .

Pagina 8 de 21



Ciclo 3 — Grupo 3

Exercicio 4. Vamos considerar os dois casos que esgotam todas as possibilidades e se
excluem mutuamente: (1) quando todos os digitos sdo pares e (2) quando todos os digitos
sdo impares.

Caso 1: Neste caso, ha 4 maneiras de escolher o algarismo das centenas (pode ser 2, 4, 6 ou
8). Uma vez escolhido o algarismo das centenas, hd 5 maneiras de escolher o algarismo
das dezenas (pode ser 0, 2, 4, 6 ou 8). Uma vez escolhidos os algarismos das centenas e
das dezenas, ha 5 maneiras de escolher o algarismo das unidades (pode ser 0, 2, 4, 6 ou
8). Assim, pelo Principio Multiplicativo, ha 4-5-5 = 100 ntimeros de trés algarismos com
todos os algarismos pares.

Caso 2: Neste caso, hd 5 maneiras de escolher o algarismo das centenas (pode ser 1, 3,
5,7, 0u9). Uma vez escolhido o algarismo das centenas, hd 5 maneiras de escolher o
algarismo das dezenas (pode ser 1, 3, 5, 7 ou 9). Uma vez escolhidos os algarismos das
centenas e das dezenas, hd 5 maneiras de escolher o algarismo das unidades (pode ser
1,3,5,70u9). Assim, pelo Principio Multiplicativo, hd 5 - 5 - 5 = 125 ntimeros de trés
algarismos com todos os algarismos impares.

Pelo Principio Aditivo, a quantidade de nimeros naturais de trés digitos que possuem
todos os seus algarismos com a mesma paridade é igual a 100 + 125 = 225.

Exercicio 5. (a) Como um jogo é um subconjunto de 6 elementos do conjunto {1,2,...,60},
. . 60!

entdo o total de jogos é igual a CF, = 60— 6)16! = 50063 860.

(b) Ao marcar 9 niimeros do cartdo, o jogador estard apostando em todos os jogos de 6

numeros escolhidos dentre os ntimeros que ele marcou. O ntimero de tais jogos é igual a

C$ = 84. Assim, ele pagara por este cartdo 84 - 3,50 = 294 reais. Sua chance de ganhar é

de 84 em 50 063 860, ou seja, aproximadamente de uma em 596 mil possibilidades.

Exercicio 6. Vamos esquecer que a primeiro digito (da esquerda para a direita) do nu-
mero ndo pode ser igual a zero. Isso fara com que contemos a mais e, depois, descon-
taremos o que foi contado indevidamente. Ha C2 maneiras de escolher os digitos que
serdo ocupados pelo algarismo 4. Uma vez escolhidos os digitos que serdo ocupados
pelo algarismo 4, h4 C maneiras de escolher os digitos que serdo ocupados pelo alga-
rismo 8. Uma vez feitas as escolhas anteriores, ha 8 - 8 maneiras de preencher os digitos
restantes (ndo podemos usar nesses digitos os algarismos 4 e 8). Assim, pelo Principio
Multiplicativo, a resposta seria C’? . Cf -8 -8 = 13440. Mas, devemos subtrair o total de
nimeros comegados por 0. Se o nimero comega por 0, raciocinando de forma analoga,
conclui-se que ha um total de C3 -C? -8 = 480 ntimeros comegados por . Assim, a resposta
€ 13440 — 480 = 12960.

Solugdo Alternativa: Vamos contar separadamente os trés casos abaixo, que sao dois a dois
mutuamente excludentes e esgotam todas as possiblidades:

i. numeros que comecam em 4;
ii. ntmeros que comecam em 8;

iii. ntmeros que ndo comeg¢am nem em 4, nem em 8.

i. H4 1 dnica maneira de preencher o primeiro digito com o algarismo 4. Uma vez
preenchido o primeiro digito, hd C2 maneiras de escolher os outros 2 digitos que
serdo preenchidos com o algarismo 4. Em seguida, ha C} maneiras de escolher os
2 digitos que serdo ocupados pelo algarismo 8. Finalmente, hd 8 - 8 maneiras de
preencher os 2 digitos restantes (ndo podemos usar nesses digitos os algarismos 4 e
8). Assim, pelo Principio Multiplicativo, hd 1-C5-1-C% -1-8-8 = 5760 ndmeros do
tipo (i).
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ii. H& 1 tnica maneira de preencher o primeiro digito com o algarismo 8. Uma vez
preenchido o primeiro digito, hd C§ maneiras de escolher o outro digito que serd
preenchido com o algarismo 8. Em seguida, h4 C maneiras de escolher os 3 digitos
que serdo ocupados pelo algarismo 4. Finalmente, hd 8 - 8 maneiras de preencher os
2 digitos restantes (ndo podemos usar nesses digitos os algarismos 4 e 8) . Assim,
pelo Principio Multiplicativo, hd 1 - C¢ - C2 - 8 - 8 = 3840 ntimeros do tipo (ii).

iii. H4 7 maneiras de preencher o primeiro digito (ndo podemos usar nem 4, nem 8 e
nem 0). Uma vez preenchido o primeiro digito, hd C; maneiras de escolher os 3
digitos que serdo preenchidos com o algarismo 4. Depois disso, ha C5 maneiras de
preencher os 2 digitos com o algarismo 8. Finalmente, ha 8 maneiras de preencher o
digito restante (ndo podemos usar nesses digitos os algarismos 4 e 8) . Assim, pelo
Principio Multiplicativo, hd 7 - C¢ - C3 - 8 = 3360 ntimeros do tipo (iii).

Pelo Principio Aditivo, a resposta é 5760 + 3840 + 3360 = 12960.

Exercicio 7. Para formar um anagrama da palavra PARAGUAIO, primeiro, colocamos
as vogais. Como a letra A aparece 3 vezes e as letras U, I e O aparecem 1 vez cada,
SRR

INEIITT
vogais, colocamos as consoantes em trés dos 7 espagos antes, entre e depois das vogais.

Ha 7 maneiras de escolher o espaco para colocar a letra P. Depois disso, ha 6 maneiras de
escolher o espago para colocar a letra R e, finalmente, hd 5 maneiras de escolher o espago
para a letrar G. Assim, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de anagramas é igual a
120-7-6-5 = 25200 .

o nimero de maneiras de dispo-las é P63 = 120. Uma vez dispostas as

Exercicio 8. Para poder voltar para a posi¢do inicial, o nimero de pulos que o sapo deu
para a direita deve ter sido igual ao ntimero de pulos que ele deu para a esquerda. Como
ele deu 10 pulos ao todo, ele precisou dar exatamente 5 pulos para a esquerda e 5 para a
direita. Assim, o percurso percorrido pelo sapo esta inteiramente determinado por uma
sequéncia de 5 letras E e 5 letras D, que representam, respectivamente, os pulos para a

esquerda e para a direita. Logo, a quantidade de percursos possiveis é igual ao niimero

10!
de anagramas de EEEEEDDDDD, que é igual a P1565 = 5% = 252.

Exercicio 9. H4 6 maneiras de escolher dois lugares juntos no mesmo lado da mesa:
1 no lado com 2 lugares, 2 no lado com 3 lugares e 3 no lado com 4 lugares. Uma vez
escolhidos dois lugares no mesmo lado da mesa, hd 2 maneiras de Alice e Bernardo
se sentarem nesses lugares. Depois disso, usando o Principio Multiplicativo, conclui-se
que ha 7-6 -5 -4 = 840 maneiras dos outros quatro amigos se sentarem nos 7 lugares
restantes. Assim, pelo Principio Multiplicativo, os amigos podem se sentar a mesa de
6 - 2 - 840 = 10080 maneiras diferentes.

Exercicio 10. O pentdgono tem 5 lados e 5 diagonais, num total de 10 segmentos de
reta. Uma figura consiste de 2 desses segmentos de reta, e escolhas distintas de 2 seg-
mentos de reta correspondem a figuras distintas. Logo, o ntiimero de figuras distintas é
igual ao ntiimero de subconjuntos de 2 elementos do conjunto dos 10 segmentos de reta,

10!
= 45.

ou seja, é igual a C%) = ol
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Exercicio 11. Para cada um dos 8 brinquedos, do ntimero 3 ao ntimero 10, devemos
decidir se ele vai pertencer a Arnaldo, a Bernaldo ou deve ser deixado para Papai Noel.
Assim, pelo Principio Multiplicativo, o nimero de maneiras de dividir os brinquedos
entre Arnaldo, Bernaldo e Papai Noel, incluindo os casos em que Papai Noel fica sem
nenhum brinquedo, é iguala 3-3---3 = 3% = 6561.
—
8 fatores
Restard, entdo, contar o nimero de maneiras de dividir todos os brinquedos entre Ar-
naldo e Bernaldo (sem deixar nada para Papai Noel), e subtrair esse nimero de 6561.
Para dividir os brinquedos entre Arnaldo e Bernaldo, devemos decidir, para cada um
dos 8 brinquedos, para qual dos dois o brinquedo vai. Logo, pelo Principio Multiplica-
tivo, o nimero de maneiras de dividir todos os brinquedos entre Arnaldo e Bernaldo é
iguala2-2---2 = 2% = 256..
(S ——
8 fatores

Assim, a resposta é 6561 — 256 = 6305.

Exercicio 12. (a)

A| B | A A | B | C Al B | A
C|D|C C|D|A C | D|C
A| B | A A | B | C B|A|B

(b) Ha 4! maneiras de preencher as quatro casas do primeiro quadrado 2 x 2 da es-
querda. Depois disso, cada coluna seguinte pode ser preenchida de 2 maneiras.
Logo, pelo Principio Multiplicativo, ha 4! - 26 = 1536 tabuleiros bacanas 2 x 8.

(c) Fixemos momentaneamente um preenchimento do quadrado 2 x 2 superior es-
querdo. Conforme visto na solugdo do item (b), ha 2064 maneiras de preencher as
duas primeiras linhas do tabuleiro 2 x 8, mantendo o preenchimento do quadrado
superior esquerdo 2 x 2 que fixamos. Dentre essas 64 possibilidades de preenchi-
mento, uma delas é tal que na primeira linha do tabuleiro aparecem apenas duas
letras que se alternam. Nesse caso, a segunda linha também tem alternancia de
duas letras em seu preenchimento, e essa alterndncia estd determinada de modo
tnico devido ao preenchimento do quadrado superior esquerdo 2 x 2 que fixamos
inicialmente. Assim, nesse caso, nas demais 6 linhas também deve ocorrer alter-
nancia de duas letras, havendo possibilidades de preenchimento para cada linha e,
portanto, hd possibilidades de preenchimento. Nos outros 63 casos (em que ndo
hé alterndncia de duas letras na primeira linha), estando as duas primeiras linhas
do tabuleiro corretamente preenchidas, hd um tnico preenchimento para as demais
linhas. Logo, pelo Principio Aditivo, ha 64 + 63 = 127 possibilidades de preen-
chimento, uma vez fixado o preenchimento do quadrado superior esquerdo 2 x 2.
Como esse quadrado pode ser preenchido de 4! maneiras, distintas, pelo Principio
Multiplicativo, ha 4! - 127 = 3048 tabuleiros bacanas 8 x 8.
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20° pic]

Assunto abordado nesse encontro: probabilidade.

Roteiro de Estudos
PIC 2026
G3 -CICLO 3-ENCONTRO 2

O objetivo desse encontro é estudar alguns principios basicos de probabilidade e a apli-
cacdo na resolugdo de problemas.

Textos para consulta:

* Capitulos 2 e 5 da apostila do PIC da OBMEP “Métodos de Contagem e
Probabilidade”. P. C. P. Carvalho. Clique aqui para acessar o texto.

* Material Tedrico do Portal da Matemaética, “O que é Probabilidade”.

F. S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto.

® Material Teérico do Portal da Matemadtica, “Ferramentas Bésicas”.

E. S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto.

e Material Teérico do Portal da Matematica, “Probabilidade Condicional —
Parte 1”.

F.S. Benevides, A. C. Muniz Neto (revisor). Clique aqui para acessar o texto.

Exercicios a serem discutidos com os alunos: estd disponibilizada uma lista de doze
exercicios. O professor deverd propor os exercicios da lista para que os alunos resolvam.
Acompanhando, individual ou coletivamente, a tentativa de resolu¢do dos exercicios pe-
los alunos, o professor podera perceber o nivel de compreensdo dos alunos. Para cada
exercicio da lista, sugere-se que pelo menos um dos alunos que o tenham resolvido apre-
sente sua resolugdo para os demais alunos, e o professor acompanhe a resolugdo, corri-
gindo, destacando e aprofundando o entendimento da resolugdo. Se todos os exercicios
da lista forem resolvidos durante o tempo do encontro, cabe ao professor propor exer-
cicios adicionais sobre os assuntos abordados. Exercicios adicionais sobre os assuntos
abordados podem ser encontrados, por exemplo, no texto para consulta.
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Probabilidade

Um experimento (ou um jogo) tem varios resultados possiveis. Um evento é um con-
junto de resultados possiveis. Quando todos os resultados tém a mesma chance de ocor-
rer, a probabilidade de um evento é igual a razdo entre niimero de resultados relativos
ao evento e o numero total de resultados, ou seja, é a razdo entre o niimero de casos
favoraveis a ocorréncia do evento e o nimero total de possiveis casos. Vejamos alguns
exemplos:

Exemplo 1: Um dado é langado. Qual é a probabilidade de o resultado ser maior que 4?

Solugdo: Aqui o experimento é o lancamento do dado. Temos 6 resultados possiveis.

O evento é o conjunto dos resultados maiores que 4. Temos 2 resultados favoraveis a

1
ocorréncia do evento. Portanto, a probabilidade é 6 = 3

Exemplo 2: Em uma urna hé 5 bolas vermelhas e 4 pretas, todas do mesmo tamanho e
feitas do mesmo material. Retiramos duas bolas sucessivamente da urna, sem rep6-las.
Qual é a probabilidade de que sejam retiradas duas bolas vermelhas?

Solugdo: O experimento é retirar duas bolas. Quantos sdo os resultados possiveis? Como
desejamos observar as cores das bolas, como resultados possiveis poderiamos considerar
os seguintes pares ordenados (v, p), (p, v), (v,v), (p, p), sendo que v e p representam as co-
res vermelho e preto, respectivamente, e a primeira e segunda coordenadas do par orde-
nado sdo as cores da primeira e segunda bolas retiradas, respectivamente. Porém, temos
vérias bolas da mesma cor e quantidades diferentes de uma cor e de outra e, portanto,
temos, por exemplo, maior chance de obter a configuragdo (v,v) do que a configuragdo

(p,p) . Assim, ndo podemos calcular a probabilidade pedida como sendo 1 Uma forma

de contornar essa situagdo é imaginar que as bolas vermelhas estdo numeradas como
v1,v2,V3,V4 € U5 € € as bolas pretas como pi,p2,p3 € ps , e considerar como resultados
possiveis os seguintes pares ordenados: (z,y), com z,y € {v1,v2,v3, v4, Vs, P1, P2, D3, P4},
ez # y, sendo a primeira e segunda coordenadas do par ordenado a primeira e segunda
bolas retiradas, respectivamente. Neste caso, todos os resultados tém a mesma chance de
ocorrer. O nimero total de possiveis casos é o total de pares ordenados (z,y), com x # y,
que éiguala 9 -8 = 72. O nimero de casos favoraveis a ocorréncia do evento é igual ao
ntmero de pares (v;,vj), comi,j € {1,2,3,4,5} ei # j, que éiguala’5-4=20.
20 )

A probabilidade pedida é, de fato, =13
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Probabilidade Condicional

Em algumas situagdes, a probabilidade de um evento é modificada pela informagao de
que um outro evento ocorreu, levando-nos a definir probabilidades condicionais.

Exemplo 3: Em uma urna hd duas moedas aparentemente iguais. Uma delas é uma
moeda comum, com uma cara e uma coroa. A outra, no entanto, é uma moeda falsa,
com duas caras. Suponhamos que uma dessas moedas seja sorteada e langada. Se o
resultado do lancamento é cara, qual é a probabilidade de que a moeda sorteada tenha
sido a comum?

Solugdo: Ha quatro resultados possiveis para o experimento, todos com a mesma chance
de ocorrer:

* a moeda sorteada é a comum, e o resultado é cara;
¢ amoeda sorteada é a comum, e o resultado é coroa;
¢ a moeda sorteada é a falsa, e o resultado é cara;

¢ a moeda sorteada é a falsa, e o resultado também é cara, mas saindo a outra face.

Dos quatro resultados possiveis para o experimento, listados acima, o segundo deve ser
excluido. Restam, assim, trés possibilidades igualmente provéveis. Delas, apenas na
primeira a moeda sorteada é a comum.

Logo, com a informacdo de que o lancamento resultou em cara, a probabilidade de que

. . 1
a moeda sorteada tenha sido a comum ¢ igual a 3" Observemos que, sem nenhuma

. ~ . 1 . : 1
informacéo a priori, a probabilidade de que a moeda lancada seja a comum ¢ igual a oY
j& que ambas as moedas tém a mesma chance de serem sorteadas.

De um modo geral, a probabilidade condicional de um evento A, na certeza da ocorréncia
de um evento B (de probabilidade ndo nula) é denotada por P(A | B) é definida como

P(ANB)

P(A|B) = =55

No caso do exemplo anterior, chamemos de A o evento “sortear a moeda comum”, e de
B o evento “obter resultado cara”. O evento A N B é “sortear a moeda comum e tirar
cara”.

P(ANB 1/4 1
Entdo, P(AN B) = (AnB) _ 14 _

P(B) = % e, logo P(A | B) = A0 5) E

1
4’ P(B)  3/4 3

Exemplo 4: Uma carta é sorteada de um baralho comum, que possui 13 cartas
{4,2,3,4,5,6,7,8,9,10, J,Q, K} de cada naipe (ouros, copas, paus e espadas).

(@) Qual é a probabilidade de que a carta sorteada seja um A?

(b) Sabendo que a carta sorteada é de copas, qual é a probabilidade de que ela seja um
A?

Solucio:
(a) Como o baralho tem 13 - 4 = 52 cartas e 4 delas sdo ases, a probabilidade de tirar

41
Aéiguala — = —.
um elgua 6152 13
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(b) O fato de que a carta sorteada é de copas restringe os casos possiveis as 13 cartas de
copas, das quais exatamente uma é A. Logo, a probabilidade de ser sorteado um

A, dado que a carta sorteada é de copas, permanece igual a 3 Mais formalmente,
designando por A o evento “sortear A ” e, por B, “sortear copas”, o evento AN B

é “sortear o A de copas”, e a probabilidade pedida é P(A | B) = P(;l(;)B) =
sz 1
13/52 13’

O exemplo acima ilustra uma situagdo importante: aquela na qual a probabilidade
condicional de A na certeza de B é igual a probabilidade de A (ou seja, a ocorréncia
de B ndo influi na probabilidade de ocorréncia de A). Esta condi¢dao implica em

P(A| B) = P(;l(;)B) = P(A), ouseja, P(AN B) = P(A)P(B). Dizemos, entdo,

que os dois eventos A e B tais que P(AN B) = P(A)P(B) sdo independentes.

Exemplo 5: Um sistema de seguranga tem dois dispositivos que funcionam de modo
independente e que tem probabilidades iguais a 0,2 e 0,3 de falharem. Qual é a probabi-
lidade de que pelo menos um dos dois componentes ndo falhe?

Solugido: Como os componentes funcionam independentemente, os eventos A =“o pri-
meiro dispositivo falha” e B = “o segundo dispositivo falha” sdo independentes. Logo,
oevento ANB = “ambos falham” tem probabilidade P(ANB) = P(A)P(B) =0,2-0,3 =
0,06 e, assim, a probabilidade de que pelo menos um nao falhe é iguala 1 — 0,06 = 0, 94.
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PIC 2026
G3 -CICLO 3-ENCONTRO 2
Exercicios — Enunciados

No que segue, apresentamos uma lista de problemas que devem ser utilizados para di-
recionar o estudo do contetido durante a aula. Estes exercicios devem ser trabalhados
segundo a metodologia do ensino da Matemadtica através da resolugdo de problemas e as
discussoes desses exercicios devem motivar o estudo dos contetidos propostos para esta
aula.

Exercicio 1. (Livro “Andlise Combinatéria e Probabilidade” — A. C. O. Morgado, J.
B. P. Carvalho, P. C. P. Carvalho, P. Fernandez):

Dois dados sdo langados simultaneamente. Calcule a probabilidade de que a soma dos
numeros das faces de cima seja 7.

Exercicio 2. (Livro “Anélise Combinatéria e Probabilidade” — A. C. O. Morgado, J. B.
P. Carvalho, P. C. P. Carvalho, P. Fernandez):

Suponha que de n objetos escolhemos r ao acaso com reposigdo. Qual a probabilidade
que nenhum objeto seja escolhido mais de uma vez?

Exercicio 3. (Apostila do PIC “Métodos de Contagem e Probabilidade” — Problema
5, pag. 19):

Duas pegas de dominé comum sdo sorteadas. Qual a probabilidade de elas terem um
nimero em comum?

Exercicio 4. (Apostila do PIC “Métodos de Contagem e Probabilidade” - Problema
6, pag. 19):

Ana, Joana e Carolina apostam em um jogo de cara-e-coroa. Ana vence na primeira vez
que sairem duas caras seguidas; Joana vence na primeira vez que sairem duas coroas
seguidas; Carolina vence quando sair uma cara seguida de uma coroa. Qual é a probabi-
lidade que cada uma tem de vencer?

Exercicio 5. Escolhendo um ntimero de até qual a probabilidade de:

(a) ser multiplo de 4;

(b) ser multiplo de 6;

(c) ser multiplo de 4 e de 6;
(d) ser multiplo de 4 ou de 6.

Exercicio 6. Vinte e cinco porcento dos amigos de Jodo estudam inglés e espanhol, en-
quanto que 60% estudam espanhol. Qual é a probabilidade de que um amigo de Jodo,
escolhido ao acaso, estude inglés, sabendo que ele estuda espanhol?

Exercicio 7. (Banco de Questdes da OBMEP 2011 — Questio 91 — Nivel 3 - Pag. 51):

Tio Mané tem duas caixas, uma com sete bolas distintas numeradas de 1 a 7 e outra com
oito bolas distintas numeradas com todos os niimeros primos positivos menores que 20.
Ele sorteia uma bola de cada caixa. Qual é a probabilidade de que o produto dos ntimeros
das bolas sorteadas seja par?
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Exercicio 8. (Banco de Questdes da OBMEP 2011 — Questédo 95 — Nivel 3 - Pag. 51):

Considere uma urna que contém uma bola preta, quatro bolas brancas e algumas bolas
azuis. Uma bola é retirada ao acaso dessa urna, sua cor é observada e ela é devolvida
a urna. Em seguida, retira-se novamente, ao acaso, outra bola dessa urna. Para quais
quantidades de bolas azuis, a probabilidade de as duas bolas serem da mesma cor é

i -?
igual 5

Exercicio 9. Duas maquinas A e B produzem, respectivamente, 60% e 40% dos produ-
tos de uma fébrica. A maquina A produz 5% de defeitos e a B, 10%. Se um produto é
defeituoso, qual é a probabilidade de ser da maquina A?

Exercicio 10. (Banco de Questdes da OBMEP 2018 - Problema 10 (adaptado) — Nivel
3 - Pag. 47):

Um jogo é composto das seguintes regras:

i. Em cada rodada, ocorre o lancamento de um dado comum néo viciado.
ii. Se sair o nimero 3, entdo o jogador A ganha.
iii. Se sair um dos ndameros do conjunto{4, 5,6} , entdo o jogador B ganha.

iv. Se sair um dos nimeros do conjunto {1, 2}, entdo o dado é langado outra vez até
resultar em 3 ou 4 ou 5 ou 6.

O jogador que ganhar uma rodada primeiro vence o jogo.

(@) Qual é a probabilidade de que o jogador B venca na primeira rodada?
(b) Qual é a probabilidade de que o jogador B venca na segunda rodada?

() Qual é a probabilidade de que o jogador B venca na rodada , sendo um niimero
natural?

(d) Qual é a probabilidade de que o jogador B venga até a rodada , sendo um ntimero
natural?

Exercicio 11. Em uma copa do mundo 20 paises sdo divididos em grupos de 4. Calcule
a probabilidade de que Brasil e Argentina fiquem no mesmo grupo.

Exercicio 12. (Banco de Questdes da OBMEP 2018 — Questdo 4 — Nivel 3 - P4ag. 44):

Em um torneio com 10 times, cada um deles se enfrenta uma tnica vez. Além disso, ndo
ocorrem empates e cada um possui 50% de chance de ganhar qualquer partida. Qual a

probabilidade de, apds contabilizadas as pontuagdes dos = 45 jogos, ndo existirem

dois times com 0 mesmo numero de vitorias?
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PIC 2026
G3 - CICLO 3 - ENCONTRO 2
Exercicios — Solucoes

Exercicio 1. O espago amostral possui 6 - 6 = 36 pares de ntimeros possiveis.
Os seguintes pares terdo soma iguala 7: (1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2) e (6,1).
6 1
Portanto, a probabilidade de a soma ser 7 é w6
Exercicio 2. O nimero de casos possiveis é n". O ntimero de casos favoraveis (retirar r
objetos sem repeticao) é n(n —1)(n —2)---(n —r+2)(n —r+1).

Portanto, a probabilidade pedida é nn=Hin=2)-- (7:“_ rt2n-r+ 1).

Exercicio 3. Um dominé tem 28 pecas. Logo, podemos selecionar duas pegas, uma de
cada vez, de 28 - 27 modos. Se a primeira pega é uma das 7 que sao duplas, hd 6 modos
de escolher a segunda de modo a conter o mesmo nimero (hd, no total, 7 pecas em que
esse nimero aparece). Se a primeira peca é uma das 21 que tém dois ntimeros distintos,
a segunda pode ser escolhida de 12 modos (6 para cada nimero).

6-7+21-12 7

Usando os principios multiplicativo e aditivo, a probabilidade é T AT

Exercicio 4. Primeiro, observe que o jogo termina com duas ou trés rodadas.

Representando cara e coroa por C e K, respectivamente, Ana vence nos seguintes casos:
CC (probabilidade igual a 1/4) e KCC (probabilidade igual a 1/8).

Assim, Ana tem probabilidade igual a g de vencer.

Carolina vence se sair CK (probabilidade igual a 1/4) ou KCK (probabilidade igual a

1/8). Logo, Carolina também tem probabilidade igual a 3 de vencer.

. . . 1
Joana vence apenas se sair KK e, portanto, tem probabilidade igual a 1 de vencer.

Exercicio 5. De 26 até 175, temos 150 niimeros.

(@) Dentre esses 150 ntimeros, o menor multiplo de 4 é 28 = 7 - 4 0 e 0 maior multiplo
de4é 0172 =43 -4 e, portanto, temos 43 — 6 = 37 multiplos de 4.
37
Logo, a probabilidade pedida é igual a 150
(b) Dentre esses 150 niimeros, o menor multiplo de é 0 30 = 5-6 e o maior é 0 174 = 29-6
e, portanto, temos 29 — 4 = 25 maltiplos de 6.
25 1
Entdo, a probabilidade pedida é igual a 0= 6
(¢) Um namero inteiro é multiplo de 4 e 6 quando é multiplo de 12. Dentre os niimeros
150 inteiros entre 26 e 175, o menor multiplo de 12 é 0 36 = 3 - 12 e 0 maior é o
168 = 14 - 12 e, portanto, temos 14 — 2 = 12 possiveis multiplos de 4 e 6.

12 2
L babilidade pedida éiguala — = — .
080, a probabilidade pedida éigual a - = o
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(d) Dentre os 150 ntimeros inteiros entre 26 e 175, a quantidade de nimeros inteiros
que multiplos de 4 ou de 6 pode obtida somando a quantidade de ntiimeros inteiros
que sdo multiplos de 4 com a quantidade de nimeros inteiros que sao multiplos de
6 e, em seguida, subtraindo dessa soma a quantidade de ntimeros inteiros que sdo
multiplos de 4 e de 6 (observe que, na soma, cada ntimero inteiro que é multiplo de
4 e de 6 é contado exatamente duas vezes, e é por isso que é preciso subtrair uma
vez o total de niimeros inteiros que sdo multiplos de 4 e de 6).

Assim, segue da solugdo dos itens (a), (b) e (c), que a probabilidade pedida é igual a
37+25-12 1
150 -3

Exercicio 6. Denotando por I e E os conjuntos dos amigos de Jodo que falam, respecti-
vamente, inglés e espanhol, queremos determinar P(! | E).
P(INE) 0,25 5

Sendo P(E) =0,6e P(INE) =0,25entdo P(I | E) = PE) 06 12

Exercicio 7. As possibilidades de numeros das duas caixas podem ser representadas
por pares ordenados (z,y) , sendo = € {1,2,3,4,5,6,7} ey € {2,3,5,7,11,13,17,19}.
Como hd 7 possibilidades para z e, para cada uma destas possibilidades, ha 8 possibili-
dades para y, entdo as possibilidades de ntiimeros das duas caixas é iguala 7- 8 = 56. O
produto dos nimeros sorteados é impar quando as duas bolas sorteadas tém ntmeros
impares, ou seja, quando z € {1,3,5,7} ey € {3,5,7,11,13,17,19} . Assim,hda 4 -7 = 28
possibilidades de o produto dos ntimeros sorteados ser impar e, portanto, hd 56 —28 = 28
possibilidades de o produto ser par. Logo, a probabilidade de o produto dos niimeros

sorteados ser par éiguala — = .

56 2
Solugdo Alternativa: O produto dos dois niimeros sorteados é impar se, e somente se, os
dois ntimeros sorteados sio ambos impares. A probabilidade de que o primeiro niimero

sorteado seja impar é igual a -ea probabilidade do segundo ntimero sorteado ser impar

éigual a g Como os dois sorteios sdo independentes, a probabilidade de que o produto

o $ ioual 4 7 1

seja fmpar € iguala - - 2 = o.

Exercicio 8. Seja n o numero de bolas azuis. As duas bolas retiradas sdo da mesma cor
exatamente quando sdo ambas pretas ou sdo ambas brancas ou sdo ambas azuis, sendo
que esses casos sdo dois a dois mutuamente excludentes. Pelo Principio Multiplicativo,
as duas bolas retiradas sdo pretasem 1-1 = 1 caso apenas, sdo brancas em 4-4 = 16 casos
e sdo ambas azuis em n? casos. Logo, pelo Principio Aditivo, as duas bolas retiradas sdo
da mesma cor em 1+16+n* = n?+17 casos. Pelo Principio Multiplicativo, o ntimero total
de casos possiveis é igual a (n + 5)%. Assim, a probabilidade de as duas bolas retiradas

. n? + 17
serem da mesma cor é iguala ——— .
(n+5)
2
17 1
Queremos saber o valor de n tal que (n++5)2 =3 ou seja, n?—10n+9=0.
n

Comon? —10n+9 = (n —1)(n —9), segue quen = loun = 9.

Exercicio 9. Denotando por A o conjunto dos produtos produzidos pela méquina A e
por D o conjunto dos produtos defeituosos, estamos procurando P(A | D).

Temos que P(A) =0,6P(AND)=0,6-0,05=0,03,e P(D)=P(AND)+P(BND)=
0,034 0,4-0,1=0,07.
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P(AND) 0,03 3

Portanto, P(A | D) = = ==
o P(4] D) P(D) 0,07 7

~ 0,429%.
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Exercicio 10. (a) A probabilidade de B vencer na primeira rodada é igual a %

(b) Para que o jogador B venca na segunda rodada, é preciso que na primeira rodada
ocorra um dos nimeros do conjunto {1,2} e na segunda rodada ocorra um dos
numeros do conjunto {4, 5,6}, o que resulta em 2 - 3 configuragdes favordveis a que
B venga na segunda rodada.

Considerando que em duas rodadas hé 6 - 6 configuragdes possiveis, entdo a proba-

. 1
bilidade de que o jogador B venca na segunda rodada é igual a 666
(c) c)Para que ojogador B venca na rodada n, é preciso que em cada uma das primeiras
n — 1 rodadas ocorra um dos ntimeros do conjunto {1,2} e na rodada n ocorra um
dos niimeros do conjunto {4, 5,6}, o que resulta em 2" - 3 configuragdes favoraveis
a que B venca na rodada n. Considerando que em n rodadas ha 6" configuragdes

possiveis, entdo a probabilidade de que o jogador B venga na rodada n é igual a

2n=1.3 1 (1\"!
6" 2 \3 '

(d) d)Osn casos dojogador B ganhar na primeira rodada ou ganhar na segunda rodada,
..., ou ganhar na rodada n sdo dois a dois mutuamente excludentes e esgotam todos
0s casos favoraveis ao jogador B ganhar até a rodada n. O ntiimero de configura¢des
favoraveis a que o jogador B venca na rodada j , com 1 < j < n, éiguala 2/~ .3
6" 7. Logo, pelo Principio Aditivo, o total de configuracdes favoraveis ao jogador B

ganhar até a rodada n é igual a
e (Y (Y
3 3 3 '

O ntimero de configuragdes possiveis até a rodada n é igual a 6". Assim, a probabi-
lidade de que o jogador B venga até a jogada é igual a
1 n—1
+(3) ].

1 1 2 1 n—1
14+ = - -
T3 <3> o (3> 1 1
= |1
1 1 2 n—1
Observagdes: 1) A expressdo 1+ -+ <) +- 4 () ¢ a soma dos n primeiros termos

3-6" 1 42.3-6"2422.3.6" 0 4. . 42" 2.3.642" 1.3 = 3.6" !

3'6n—1

1 2
6n 2 +3+<3> -
37 \3 3

da progressao geométrica de primeiro termo 1 e razao 3 Assim segue que

@ - )

Portanto a probabilidade de que o jogador B venga até a jogada n é igual a

L P S0 R £ A B O NN AR YR §
2 3 3 3 2 2 3n) 4 3n )

2) Quando n cresce indefinidamente, n aproxima-se de zero. Assim, é possivel concluir

que a probabilidade de que o jogador B venga é igual a % .

Exercicio 11. Vamos inicialmente calcular a quantidade de configuragdes possiveis dos
grupos. Distribuindo todos os paises ordenadamente temos 20! possibilidades. Agora,
levando em consideragdo que a ordem dos paises dentro de cada um dos 5 grupos nédo

) 20 . . .
altera a configuracdo, obtemos T Por ultimo, consideramos também que a ordem de
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disposi¢do dos 5 grupos ndo altera a configuragdo, entdo temos que a quantidade pos-
!

sivel de configuragdes totais é 4'—5' Agora, vamos contar as possibilidades de Brasil e
Argentina estarem no mesmo grupo. Temos 4 posicdes possiveis para o Brasil e 3 para
a Argentina, sobrando, entdo, 2 posi¢des nesse grupo e todas as outras posigdes nos de-
mais grupos para distribuir os times restantes, o que nos dé (levando em consideragdo a
ordem) 4 - 3 - 18! possibilidades. Como sdo 5 grupos, temos 5 - 4 - 3 - 18! possibilidades.
Como a ordem ndo diferencia a configuragdo dos paises dentro de cada grupo, e nem a
5-4-3-18!
514!
para Brasil e Argentina no mesmo grupo. Entao, a probabilidade pedida é

ordem dos grupos altera a configuracao total, temos configuragdes possiveis

5-4-3-18!
5141 _5-4‘3-18!_5'4-3_3
20! - 20! 20-19 19°
415!

Solugdo Alternativa: Outra forma de resolver esse exercicio é fazer todas as contagens
considerando a ordem. Temos 20! possibilidades de distribuir os paises. Para os casos em
que queremos Brasil e Argentina juntos em um dado grupo, temos 4 posi¢des possiveis
para o Brasil, 3 para Argentina e depois distribuimos todos os outros paises nas outras
18 posigdes restantes, obtendo 4 - 3 - 18! configuragdes possiveis. Como sdo 5 grupos,
entdo temos 5 - 4 - 3 - 18! possibilidades para Brasil e Argentina ficarem no mesmo grupo.
Portanto, a probabilidade pedida é

5-4-18! 3
200 19°

Exercicio 12. Como cada uma das 45 partidas possui dois resultados possiveis, existem
25 maneiras distintas de distribuir as vitérias do torneio. Cada time pode vencer de 0
até 9 partidas. Como sao 10 times, para que todos os ntimeros de vitérias sejam distintos,
cada elemento do conjunto {0, 1,2,...,9} deve ser associado com o nimero de vitdrias
de um tnico time. Isso pode ser feito de 10! formas. Resta saber se essa distribuicdo de
numeros de vitérias é realizdvel neste torneio. Se j; é o time que devera vencer ¢ partidas,
comi € {0,1,2,...,9}, entdo j; deve ganhar de todos os jogadores jo, j1, - . ., ji—1 € perder
de todos os jogadores j; 1, ji+2, - - -, jio- - Isso garantira a distribuigdo planejada.

10!
Portanto, a probabilidade pedida é 375 -
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