1 NOCOES DE GRUPOS

1 Nocoes de grupos
Definicao 1. Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao

*x:GxG — G
(z,y) — xxy

que satisfaz as seguintes condigoes:
(G1) A operagao é associativa, isto é,

rx(yxz)=(rxxy)xz Vr,y,z €G.

(G2) Existe um elemento neutro, isto é,

deeGtalqueexxr=xxe=u2x, Vred.

(G3) Todo elemento possui um elemento simétrico, isto é,

Vee@G, 3z eGtalque sz =e =2z %
Além disso, o grupo é dito comutativo (ou abeliano) se a seguinte
condicao é satisfeita:

(G4) A operagao é comutativa, isto é,

rxy=yx*xx, Yo,y € G.

Notacgao. Exceto quando se fizer necessario, nao indicaremos a operacao do
grupo. Além disso, quando nao existir ambiguidade, escreveremo xy no lugar

de z * y.

O seguinte lema sera ttil para construirmos nossos primeiros exemplos

de grupos.

Lema 1. Seja G um grupo.
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1. Vale a lei do cancelamento, isto é, se xa = xb ou ax = bx, com a,b,x €

G, entdo a = b.
2. O elemento neutro e € Unico.

3. Cada elemento v € G possui um unico simétrico. ( Daqui em diante,

denotameros tal elemento por x=.)
4. (™)' =, para todo x € G.
5. (zy) ' =y ta! para quaisquer x,y € G.

Demonstracao. Provaremos o primeira afirmacao, as demais ficaram a cargo
do leitor. Sejam a,b, r elementos de G, tais que xra = xb. Como G é um
grupo, segue de (G3) que existe 2/ € G, tal que z2’ = 2’z = e, e além
disso, operando com z’ a esquerda em ambos os lados da equacao temos
2'(xa) = 2'(xb). Mas de (G1) segue que (z'z)a = (2'x)b, ou seja, ea = eb.

Mas de (G2) temos que a = b como queriamos. O

Exemplo 1. 1. (Z,4), (@ +), (R, +), (@\ {0}, ), (R\ {0}, ) sio grupos
abelianos, onde “+7 e “.” denotam a soma e o produto usual.

2. Seja X = {a,b,c}. Para que X seja um grupo, precisamos fixar uma

operacao. Isso pode ser feito através de uma tabela de multiplicacao

X llal|blec

allalb|c
billb|c]|a

cillclalb

3. Seja Mat(n,R) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n. Entao
(Mat(n,R), +) onde “+” denota a soma usual de matrizes ¢ um grupo
abeliano, no entanto (Mat(n,R),.), onde “.” denota o produto usual

de matrizes, nao é um grupo.

4. Seja GL(n,R), o subconjunto de Mat(n,R), consistindo das matrizes

invertiveis. (GL(n,R),+) onde “+ " denota a soma usual de matrizes
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nao é um grupo, no entanto (GL(n,R),.), onde “.” denota o produto
usual de matrizes é um grupo. (GL(n,R),.) é dito grupo geral linear,

e frequentemente omitimos a operacao.

5. Sejam G e Gy grupos. Seja G X Gy o conjunto dos pares ordenados

(1, 22) com x1 € Gy e x5 € Gy.. Defina a operagao

(G1 X Go) x (G1 x Gg) — Gy x G

((z1, 22), (l'lla xIQ)) = (x137,1a le’lz)
Entao G; x G5 é um grupo, chamado produto direto de G; e Gs.

A seguir, veremos como podemos dividir os grupos, em pedacos “meno-

res”.

Definicao 2. Sejam (G,*) um grupo e H C G. Dizemos que H é um

subgrupo de G, se (H,*) é um grupo. Neste caso escrevemos H < G.

Proposicao 1. Sejam G um grupo ¢ ) # H C G. Entio H < G se, e

somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas
1. Vhl,hg € H, temos hlhg c H.
2. VYh € H, temos h™ € H.

Demonstragao. Se (H,x*) é subgrupo de (G, *) é imediato verificar as propri-
edades 1) e 2). Faremos a outra diregdo. Por outro lado, suponha que H
satisfaz 1) e 2), e vamos provar que (H, *) é um grupo. Como * ¢ associativa
para todos os elementosde (G, o é, em particular para os elementos de H,
uma vez que H é subconjunto de G. Para verificar G2), basta notar que o
elemento neutro da operagao de G, 15 estd em H. Seja h € H. Por 2) temos
que h™' € H e por 1) temos que hx h™' = 1g € H. Por fim, a condicao 2)
implica G3), assim (H, %) é um grupo. O

Exemplo 2. 1. Dado um grupo H, {e} e G s@o subgrupos de G.

2. Seja G um grupo. Entao {e} é um subgrupo de G, dito subgrupo

trivial.
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3. Seja G um grupo, entao G < G.
4. (Z,+) e (Q,+) sao subgrupos de (R, +),

5. Seja G um grupo. Definimos por
Z(G) :={x € G ; vy = yx para todo y € G},

o centro de GG. Tal subconjunto é um subgrupo de G.

Definigao 3. Sejam (G; ) um grupo e z € GG. Para cadan € Z, denotaremos
por

e, sen =0.
=< zxa" ! sen>0.

(z7H)™, sen <O.

Definimos (z) := {z" ; n € Z} o subconjunto das poténcias de z. Se G

¢ um grupo aditivo, escrevemos na em vez de a”.
E imediato verificar que:

Proposicao 2. Sejam G um grupo e x € G. Entdo (x) é um subgrupo de

G, chamado de subgrupo gerado por z.

Definicao 4. Sejam G um grupo e e S é um subconjunto qualquer de um
grupo G. O conjunto {ajas---a, ; n € N, a; € Soua;' € S}, denotado
por (S) é um subgrupo de GG, chamado de subgrupo gerado por S.

Definicao 5. Um grupo G ¢ dito ciclico quando pode ser gerado por um

elemento, isto é, quando G = (g), para algum g € G.
E imediato ver que se G é um grupo ciclico e H < GG, entao H é ciclico.

Exemplo 3. Considere o grupo (Z,+). Temos que Z é um grupo ciclico

gerado por 1

Definigao 6. Seja G um grupo. O subgrupo ({zyz~ly™'; z,y € G}) é dito

subgrupo dos comutadores de G e serd denotado por |G, G].



1 NOCOES DE GRUPOS

Note que G ¢ abeliano se, e somente se |G, G| = {e}.

Definicao 7. Se GG é um grupo finito, diremos seu niimero de elementos ¢ a
ordem de G, e denotaremos por |G|. Se G é um grupo infinito, diremos que

G possui ordem infinita.

Definicao 8. Sejam G um grupo e x € G. A ordem do elemento g,

denotada por o(x), é a ordem do subgrupo gerado por x, ou seja, o(x) = [(z)].
E imediato verificar que

Proposicao 3. Sejam G um grupo e x € G, tal que o(x) = n < co. Entdo
n=min{N € N\ {0} ; 2V =e} e (z) = {e,z, 2%, -+ ;2" 1},

Definicao 9. Sejam G um grupo e H < (. Para cada x € G, definamos
a classe lateral de = a esquerda por zH = {zh ; h € H} e a classe
lateral de z a direita por Hx := {hz ; h € H}.

Proposicao 4. Sejam G um grupo, H < G e x,y € G. Entao:

1) *H = yH se, e somente se, y ‘o € H. Em particular, tH = H se, e

somente se, x € H.
2) fo: H— xH tal que f.(h) = xh € bijetora. Em particular, |H| = |zH]|.

3) Seja

¢ : {classes laterais a esquerda} — {classes laterais a direita}
xH — Hz !,

entao ¢ € bijetora.

4) Considere a rela¢ao dada por
r~y&scH =yH.

Temos que:
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(a) H # 0.
(b) xH =yH ouxHNyH = 0.
(¢c) G=|]zH.

zeG

Demonstracao. Os items 1) 2) e 3) serdo deixados como exercicio aos leitores.

Provaremos 4).
(a) Como pelo item 2) |H| = |xH| segue que |zH| # 0 e portanto xH # ()

(b) Suponha xH NyH # (). Provaremos que +H = yH. Seja z € tHNyH,
entao existem hq, ho € H tais que z = xhy = yhy. Assim para todo h €
H, temos xh = zhy'h = yhyh]'h. Portanto vH C yH. Analogamente

vemos que yH C xH e temos nosso resultado.

(¢) Segue diretamente de (b).

]

Notagao. Denotaremos por (G : H) o numero de classes laterais a esquerda
(igual ao nimero de classes laterais a direita, pelo item (3) da proposi¢ao

acima.), tal nimero ¢é dito indice do subgrupo H em G.

Exemplo 4. Seja (Z,+) o grupo aditivo dos inteiros, H = (n). Teremos n

classes laterais dadas por [0],--- ,[n — 1]. Deste modo (G : H) = n.

Teorema 1 (Lagrange). Se G é um grupo finito e H < G, entdo

Gl = |HI(G : H).
‘ . G|

Em particular, |H| divide |G| e | =(G: H).

Demonstragao. Como G é finito, se |G| = s, podemos considerar G =

{ai, -+ ,as}. Entao, pelo item (4) da Proposigao 4, temos

G =t
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com a;H Na;H =10, para i # j. Assim (G: H) =r.
Pelo item (2) da Proposigao 4, temos |a;H| = |a;H| = |H|, segue que:

|G| = |aH|+ - |a.H|=r|H|=(G: H)|H|.
Gl
Portanto — = (G : H). O
H|
Corolario 1. Se G é um grupo finito e x € G, entdo o(x) divide |G|. Em
particular, zI6! = e.
Demonstragao. Como [z] < G e [(z)| = o(z), pelo Teorema de Lagrange
temos que o(z) divide |G|. Assim, existe, t € Z tal que |G| = o(x)t, entdo

7lCl = (po@)t = ¢, O
Corolario 2. Todo grupo de ordem prima é ciclico.

Demonstra¢ao. Suponha que |G| = p, onde p é um nimero primo. Seja
x € G\ {e}, entdao o(z)|p. Segue que o(x) = 1 ou o(x) = p. Como z # e,
temos que o(z) = p. Portanto G = (). O

2 Grupos de Permutacoes

Nessa secao discutiremos os grupos de permutagoes. Eles merecem uma
secao a parte da nossa discussao sobre grupos, pois eles foram os blocos fun-
damentais para a construcao da teoria de grupos. Quando Galois pensava em
grupos, na ocasiao do estudo de raizes de equacoes polinomiais, ele pensava

nos grupos de permutagoes ( das raizes dos polinémios).

Definicao 10. Seja X um conjunto. Dizemos que ¢ é uma permutacgao de

X se 0 : X — X é uma funcao bijetiva.

Definicao 11. Seja X um conjunto e considere:
Sx :={0: X — X;0 é uma permutacao},

nao ¢é dificil ver que quando consideramos a operacao de composi¢ao de

funcgoes, o conjunto Sx ¢ um grupo. Dizemos que Sx é o grupo simétrico
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de X. Quando X é um conjunto finito com cardinalidade n, denotamos Sy

por S, e dizemos que S, é o grupo simétrico de n elementos.

Note que no caso em que X = {1,2,--- n}, uma forma possivel de

descrever os elementos o € S,, é

o(l) a(2) --- o@G)--- o(n)

Outra forma mais conveniente de descrever um tal elemento ¢ a seguinte:

Defini¢ao 12. Sejam {iy,ig,- - ,i,} um subconjunto de X = {1,2,--- ,n},
e o € 5,, de modo que o fixa os complementar de {iy,is, - ,i,.} em X.
Isto é o(x) = z para todo z € X com x & {iy,is, - ,i,}, € tal que o(iy) =
ig;0(ig) =ig;+ -+ ;0(ir—1) = ip;0(i,) = 17. Entdo o é dito um r-ciclo, ou um
ciclo de comprimento r, que denotaremos por o = (iy ig -+ i).

Ademais, diremos que um 2—ciclo é dito uma transposigao.

Note que um 1—ciclo é a identidade, pois fixa o elemento em questao,
assim, todos os 1—ciclos sao iguais.
Veremos a seguir, que podemos escrever qualquer permuta¢ao como o

produto de transposicoes. Para isso, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2. Toda permutacao o € S,, é um ciclo, ou um produto de ciclos

disjuntos.

Demonstracao. Procederemos por inducao no nimero k£ de elementos que
nao sao fixos por o. Se k = 0 entao entao o é a identidade e portanto é um
1—ciclo. Caso o leitor se sinta desconfortavel com a indugao com o caso base
se iniciando no zero,

Se 0 nao move nenhum elemento entao o ¢ a identidade que é um 1—ciclo.
Suponha que o move pelo menos 1 elemento. Note que nao podemos ter uma
permutacao que move apenas 1 elemento, caso contrario ela nao seria bijetiva.
Assim o préximo caso possivel seria k = 2. Assim, sejam {i, i} os elementos
que s@o movidos por 0. Note que necessariamente o(i1) = is € 0(iz) = i1, caso

contrdrio o moveria mais elementos. Assim podemos escrever o = (i1 iz).
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Suponha, que se o move k£ > 2 elementos, e seja i; um elemento que nao

¢ fixo por 0. Defina iy = o(iy), i3 = o(ia), -+, iy41 = 0(i,). Onde r é o
menor inteiro tal que i1 € {iy, - ,4,} (note que temos no maximo n na
lista {i1,---,i,}, e portanto em algum momento comegaremos repeticao).

Perceba que necessariamente o(i,) = i;. Caso contrério, se o(i,) = %;, com
i; # i1, terfamos o(i,) = 0(i;_1) = 4;, uma contradi¢do pois o é permutacao,
logo injetiva. Seja oy = (i1 i3 -+ i,). Se r =k, entdo 0 = ay e o lema esta
demonstrado. Caso contrario, se r < n, entao 7 fixa cada um dos elementos
em Y] = {iy, -+ ,i.}° Como o(Y;) = Yj. Defina a permutacao 51 de Y;
tal que oy (z) = o(z) para todo x € Y e que fixa todos os elementos em Y.
Segue que 0 = a1 31, com as a; e 3 disjuntas. Repetindo o mesmo argumento
para (31, encontramos um ciclo com s; elementos as = (j; - Js, ), de modo
que se s = n —r entao B = ax € 0 = ayag, e temos nosso resultado.
Caso contrario, teriamos 1 = asfs com as sendo um s;—ciclo e [y uma
permutacao num conjunto com n —r — s; elementos. Note que ao repetir esse
procedimento, ele deve terminar em algum momento, pois a cada iteracao,
o numero n —r — §; — - - - — &, decresce, mas deve permanecer ser positivo.

Assim teremos nosso resultado. O

Corolario 3. Todo elemento o € S,, pode ser escrito como produto de trans-

POSicoOes.

Demonstracao. Exercicio ao leitor. O

Exercicios

1. Prove as afirmacoes 2, 3, 4 e 5 do Lema 1.

2. Defina um grupo com o conjunto X = {a,b,c,d}, Y = {e, f,g,h}, e
Z ={a,b,c,d,e}.

3. Prove que (GL(n,R),+) ndo é um grupo, e que (GL(n,R),.) o é.

4. Seja O(n,R) := {A € Mat(n,R); Ax A" = A"« A = I}, onde I denota
a matriz identidade. Prove que (O(n,R),x) é subgrupo de GL(n,R).
O(n,R) é dito grupo ortogonal.
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5.

10.

11.

12.

13.

Seja SO(n,R) := {A € O(n,R);det A = 1}. Prove que (SO(n,R),*) é

um grupo. SO(n,R) é dito grupo ortogonal especial.

Sejam Mat(n,C) o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com
entradas complexas. Prove que GL(n,C) := {A € Mat(n, C); A é invertivel }
é um grupo. Analogamente aos exercicios anteriores, prove que U(n) :=

{A € Mat(n,C); A * AT = A" 5 A = I}, onde A denota o conjugado
complexo das entradas de A, é um subgrupo de GL(n,C). Faga o
mesmo para SU(n) := {A € U(n); det A = 1}. U(n) ¢é dito grupo
unitario e SU(n) é dito grupo unitario especial

Seja n um nimero natura, e §2,, := (?, Ln . Prove que Sp(2n,R) :=
{A € GL(2n,R; A"Q, A = Q,} é um subgrupo de GL(n,R). Sp(2n,R)

¢ dito grupo simplético.

Escreva a permutacao

1 2 3 45 6
o= ,
24516 3

em notacao de ciclos.

Duas permutacoes sao ditas disjuntas quando todo i que é fixo por
uma, nao é fixo pelo outra. Prove que permutacoes disjuntas de S,

comutam.

Prove que todo elemento o € S,, pode ser escrito como produto de

transposicoes.

Escreva a tabela de multiplicacao de S3, e descreva todos os seus sub-

grupos.
Calcule a ordem de S, para todo n.

O grupo das simetrias de um poligono regular de n lados, denotado

por D, consiste do grupo gerado por todas os possiveis produtos de
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dois elementos 7 (rotacdo) e s (reflexdo) de modo que eles satisfazem

as seguintes relagoes: r" =1, s =1lesrs=r""

a) Interprete geometricamente o significado das relagoes r™ = 1, s? =

lesrs=r""

b) Calcule a ordem de D,,

d

)
c¢) Descreva os elementos de D3 e Dy (use desenhos!).
) D4 é um grupo ciclico?

)

e) Mostre que D,, < S,,.

14. Prove o pequeno teorema de Fermat: Sejam p um nimero primo, entao

aP~! = 1(Mod p), para todo a que nao é multiplo de p.
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