1 GRUPOS SIMPLES E SOLUVEIS

1 Grupos simples e soltveis

Como ja discutimos, classificar grupos finitos G de uma dada ordem n é
uma tarefa hercilea. Além dos teoremas de Sylow, uma possivel abordagem é
a seguinte, encontrar os subgrupos normais N </ (G, nao triviais, para estudar
os grupos quocientes G/N que possuirdo uma ordem menor que a ordem
de G, e assim tentar obter alguma informacao sobre . Fica claro entao
que grupos que NAO possuem subgrupos normais, merecem uma atencao

especial. Nesse sentido definimos:

Definicao 1. Seja G um grupo. Dizemos que G é simples, se os Unicos

subgrupos normais de G sao {eg} e G.

Exemplo 1. O grupos ciclico Z, para p primo ¢é simples. De fato, é possivel
mostrar que todo grupo abeliano finito simples é isomorfo a Z, para algum

P primo.

Para que possamos dar exemplos de grupos simples nao abelianos, preci-
saremos voltar nossa atencao novamente para os grupos de permutacao.

Lembre que na primeira sessao vocé provou que:

Corolario 1. Todo elemento o € S, pode ser escrito como produto de trans-

POSLCOES.
Precisaremos do seguinte lema

Lema 1. Seja S,, o grupo das permutacoes de n elementos, com n > 2. Se

Id por ser escrita como produto de r transposicoes, entao v € par.

Demonstracao. Procederemos por inducao em r. Como a identidade nao
pode ser uma transposicao, entao r > 2. Se r = 2 estamos prontos. Suponha
r > 3. Com Id = oy09---0,_10,, onde cada o; ¢ uma transposicao.

Podemos ver que o,_10, deve satisfazer uma das seguintes possiblidades:
1. (ab)(ab) = Id

2. (be)(ab) = (ac)(be)
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3. (cd)(ab) = (ab)(cd)
4. (ac)(ab) = (ab)(be)

Perceba que se ocorre a possibilidade 1, entao Id pode ser escrita como
produto de r — 2 transposicoes e aplicamos a hipétese de inducao, assim, Id
podera ser escrita como produto de um niimero par de transposicgoes.

Se ocorre uma das 3 tltimas possibilidades, perceba que podemos trocar
0,10, por uma das 3 possibilidade dentre as igualdades da esquerda, e com
isso, teriamos deslocado o elemento a da transposicao da direita para a trans-
posicao da esquerda. Sempre que repetirmos esse procedimento, o elemento
a estard uma transposicao mais a esquerda. Como existe apenas um nimero

finito de vezes que podemos fazer isso, acabamos com duas possibilidades:

a) 0109 = (ax)(ax) = id, e assim Id serd escrita como o produto de r — 2

transposigoes e podemos aplicar a hipétese de inducao.

b) o1 = (ax) e 02 # (ax). Note que esse caso nao pode ocorrer, uma vez que
se a aparece apenas uma vez, entao Id nao fixaria ele, o que é um absurdo.

Com isso concluimos nosso resultado. OJ
Além disso temos o seguinte.

Teorema 1. Se uma permutacdo o pode ser escrita como um numero par
de transposicoes, € se 0 = TiTy -+ Ty, € outra decomposicao de o em trans-
posicoes, entao r € par. Analogamente se o for escrito como um niumero

impar de transposicoes.

Demonstracao. Suponha que 0 = 175 --- 7. = 01 ---0,, com s par. Entao,

como (o1-+-05)"1 =04---01 (cheque!!) temos que
_[d: (O'l...o's)ijl(O'l...o's) :O-S"'O'ITlTQ"'TT’

temos pelo lema anterior que r é par. ]

O teorema anterior nos permite fazer a seguinte definicao.
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Definicao 2. Uma permutacao em 5, é dita par, se pode ser escrita como
um produto de um nimero par de transposicoes. A permutacao é dita impar
se for escrita como um nimero impar de transposicoes. O conjunto das trans-
posigoes pares de 5, é um subgrupo, dito grupo alternado em n elementos,

e denotado por A,.

Os grupos alternados sao importantes, pois eles nos dao os primeiros
exemplos nao abelianos de grupos simples. De fato, temos o seguinte Teo-

rema;
Teorema 2. A, ¢é simples para n > 5.
Demonstracao. Veja o Exercicio 3. [

Outro importante resultado sobre os grupos alternados A,,, é que eles sao

normais em S,,.
n!
Teorema 3. Para todo n > 2, temos que A, S, € |A,| = o

Demonstragao. Defina m: S,, — Z como m(0) = 1 se o é impar, e 7(c) =0
se o é par.

Afirmacao 1: 7 é homomorfismo.

De fato, Sejam o1, 0o permutacoes pares, e 7, e 7o permutacoes impares.
Note que 7(172) = 1 = w(m)7w(72), m(o109) = 1 = 7(o1)7(02) e por fim,
m(mo1) =0 =m(m)7(0g). Assim 7 é homomorfimo.

Afirmacao 2: 7 é epimorfismo.

Temos que 7w(Id) = 0, pelo Lema 1, e que se n > 2, existe (ab) € S, e
que 7((ab)) = 1.

Note que kerm ~ A,,, e assim A,, é normal em S,,, e mais ainda, pelo Te-
orema do isomorfismo segue que S, /A, >~ Zs, e assim (S, : A,) = |S,/A,| =
|Zs| = 2, e logo |A,| = %' pelo Teorema de Lagrange. O

Veremos agora como podemos utilizar o conceito de grupos simples para

estudar qualquer grupo, e em particular, como usaremos eles para avancar

no nosso problema de classificagao de grupos finitos.
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Definicao 3. Seja G um grupo. Uma sequéncia de subgrupos
H.3{€}§H1§H2§“‘§Hn:Ga

¢ dita série subnormal se H; << H;, ;. Se, adicionalmente, H; <G para todo
7, entao a série é dita normal. Por fim, diremos que n é o comprimento da

série. Os grupos H;/H; ;1 sao ditos fatores da série, ou grupos fatores.

Exemplo 2. As séries
{0} < (15) < (3) < Zgyo,
{0} < (20) < (4) < Zg,
Sa0 normais.

Um refinamento de uma composicao em série, é a inclusao de certos sub-
grupos na série original. O refinamento é dito préprio quando algum dos
novos grupos na série, for distinto dos ja existentes.

Diremos que duas séries subnormais K*® e H® sao isomorfas se existe

uma correspondéncia bijetiva entre {H,+1/H;} e {K;11/K;}.
Exemplo 3. As séries

{0} < (15) < (3) < Zeo,

{0} < (20) < (4) < Zeo,
sao isomorfas.

Seja G um grupo, e H* : {e} < Hy < Hy < --- < H, = G, uma série
subnormal. H*® é dita uma composicao em série se todos os grupos fatores

H;y1/H; forem simples.

Exemplo 4. O grupo Zg, possui a seguinte composicao em série:

{0} < (30) < (15) < (3) < Zgo-
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Exemplo 5. O grupo S, possui a seguinte composi¢ao em série:

{1d}y < A, < S,
De fato, S, /A, ~ 7y e An = A,,/{Id}, que sado simples.
E imediato verificar o seguinte lema ¢ verdadeiro

Lema 2. Sejam G um grupo e H® uma série de composicao de G. FEntao

H* nao admite refinamento proprio.
Antes de prosseguirmos, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 6. Considere as séries subnormais:

H*:(0) < (14) <(7) < (1) = Zso, (1)
H® 2 {0) < (14) < (1) = Zas, (2)
H*** 2 (0) <(7) < (1) = Zap (3)

K*:(0) < (6) < (3) < (1) = Zy, (4)
K% (0) < (6) < (1) = Zas, (5)

Note que H*® é uma série de composi¢ao para GG, uma vez que seus grupos
fatores sao Hs/Hy ~ Z7, Hy/ Hy ~ Zs e H1/Hy ~ Z3, que sao grupos ciclicos
de ordem prima, e portanto simples.

Ademais,H*® é refinamento de H*® e H**®.

Além disso, K*® é uma série de composicao para G, uma vez que seus
grupos fatores sao K3/Ky ~ Zs3, Ko/Ky ~ Zy e K1/Ky ~ Z7. E também
temos que K*® é refinamento de K*°°.

Note também que K**, H*® e H**®* nao sao equivalentes, mas seus refina-
mentos o sao. Por fim perceba que nao podemos refinar mais H® e K*, pois

essas ja sao séries de composicao para G.

>
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O exemplo anterior, nos mostra que é possivel encontrar séries subnormais
nao equivalente para um grupo, mas da a entender que quando refinamos
essas séries, no “maximo” possivel, os refinamentos serao equivalentes. Esse
resultado é surpreendemente verdadeiro para qualquer grupo, como mostraré
o Teorema de Jordan-Holder. Para que possamos demonstréa-lo, precisaremos

dos seguintes resultados intermediarios.

Lema 3. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G. Se HK for subgrupo
de G entao HK = KH.

Lema 4 (Zassenhaus). Sejam G um grupo, e H, H,, K, Ky subgrupos com
H, < H e KiK. Entdo

1. HH(HN Ky) < Hi(HN K)
3. Hy(HNK)/Hi(HNEK) ~ K(HNK)/Ki (H 1K)

Demonstracao. Comecaremos pelo item 1; Como Hy << H e como H N K é
subgrupo de H, seque que Hy(H N K;) é um subgrupo de H e portanto é um
subgrupo de G. O mesmo vale para H(H N K), K,(H, N K), K,(H N K).
Vamos provar que Hi(H N K;) < Hi(HNK). Dados x € HHey € HNK,

temos:

zyH\(HNEK)) (zy) ™" = a[yHi (HNK )y o™ = o{(yHiy ") (y(HNK)y )]z,

Como Hy <H ey € H, temos yHyy ™' = Hy, ecomo K; <K, eye HNK,
temos (y(H N Ky)y™') = HN K;. Assim:

vyH,(HN K (ovy) ™ = acH (HN K2,

Mas como z € H; e pelo Lema 3 temos Hy(H N K;) = (H N K;)Hy, seque
que
vyH,(HN K (zy) ™' = H(HNK))
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Assim segue o resultado. A demonstracao do item 2 é analoga.

Vamos agora ao item 3). Sejam A:= Hi(HNK,)e B=HNK.

Afirmacao 1: Hi(HNK) = AB.

Afirmagao 2: (HNK,)(H1NK)=ANB.

Ambas seguem diretamente mostrando as duas inclusoes.

Afirmacao 3: A < AB. De fato, isso é precisamente o item 1.

Assim, pelo segundo teorema do isomorfismo temos AB/A ~ B/AN B.
Ouseja HI(HNK)/H{(HNK,)~HNK/(HNK;)(H NK).

Afirmacgao 4: K;y(HNK)/Ky(HINK)~ HNK/(HNK;)(H NK). De
fato, basta replicar as afirmacoes 1-3 para este caso.

Assim temos o nosso resultado. O

O Lema de Zassenhaus também é conhecido como Lema da borboleta,

por causa do seguinte diagrama:

mmqmmm

Bgymmm mqugﬁ
BMmQ/// \\\mm@D
A c

Teorema 4 (Schreier). Duas séries subnormais de um grupo G possuem

refinamentos que sao equivalentes.

Demonstracao. sejam H® : {e} < Hy < Hy <--- < H,=G,e K*: {e} <
K <Ky, <--- <K, =@, duas séries subnormais para G.

Para cada 0 < i <n — 1, temos a cadeia de subgrupos:

H,=H;(HiNKy) CH(Hip1NKy)C--- CHi(Hiy1 N Kyp) = Higq.

7
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Repetindo o procedimento para cada 0 < i < n — 1, e denotando H; ; =

H;(H;+1 N Kj), temos a seguinte cadeia de grupos:

{e} =Hoo C Ho1 C - Hopm1 CHi0CHi1 CHy1n1 CHypoy =G,

onde teremos uma sequéncia de nm+1 grupos nao necessariamente distintos.
Pelo Lema de Zassenhaus, vemos que de fato essa é uma série subnormal que
¢ o refinamento da série H®. Analogamente, fazendo K;; = K;(K;+1 N H;),

para0<j7<m-1e0<i<n—1, temos
{e} =KooC Ko1 C-+Kopp1 CK10C K11 CKpoino1 € K1 = G,

Agora, veja que, pela parte 2) do Lema de Zassenhaus, temos que

Hiwi(H; N K;)/Hier (Hi N Kjin) 2= K (H 0 KG) /K (Hi 0 KG),
isto é,

Hiji1/Hij = K1/ Kj, (6)

para0<j7<m—1e0<7<n-—1. Mas os grupos da esquerda da equacao
6 sao os grupos fatores da série subnormal {H, ;} e os grupos da direita da
equagao 6 sao os grupos fatores da série subnormal {K;;}. Assim, segue que

ambas sao equivalentes. O

Teorema 5 (Jordan-Holder). Seja G um grupo. Entdo quaisquer duas com-

posicoes em série de G sao isomorfas.

Demonstracao. Sejam H® e K*® duas composicoes em série de G. Pelo Teo-
rema de Schreier vemos que H*® e K*® possuem refinamentos equivalentes, mas
pelo Lema 2, vemos que uma composicao em série nao possui refinamento

proprio, assim, H® e K*® sao eles mesmos equivalentes. ]

O teorema acima nos diz que sempre que um grupo possuir uma com-
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posicao em série, podemos associar a ele uma sequéncia de grupos simples.

Veremos a seguir que todo grupo finito possui uma composi¢ao em série.

Teorema 6. Seja G um grupo finito, entao G possui uma composi¢cao em

série.
Demonstragao. Procederemos por indugao em |G|. |G| = 1, ndo ha o que
provar. Suponha entdo que |G| = n, que todo grupo de ordem até n — 1

possui composi¢ao em série. Se G é simples, {eg < G} é uma composigao
em série. Se G nao é simples, seja N <1 G. Considere S o conjunto de todos
os subgrupos proprios normais de G,ordenado parcialmente pela inclusao.
Como G ¢é finito, ele possui um ntmero finito de subgrupos, assim, S também
é finito. Deste modo, tome em S um elemento M tal que, se K <G e M C K,
entdo K = (G.Segue do teorema da correspondéncia, que G/M é um grupo
simples, e como M é subgrupo préprio de G, seque que |M| < |G|. Assim
pela hipdtese de inducao temos que M admite uma composicao em série
{e}<H <---<H,=M,demodoque{e} <H < ---<H,=M<Gé
uma composicao em série para G.

m

O teorema acima, junto com o Teorema de Jordan Holder nos diz que a
todo grupo finito esta associado uma sequéncia de grupos simples. Ou seja,
os grupos simples estao para teoria de grupos, assim como os niimeros primos
estao para teoria dos ntimeros. Por isso, a atencao dos algebristas interessa-
dos no estudo de grupos se voltou por muito tempo para os grupos simples.
Acontece que o estudo da classificacao de grupos finitos simples, se provou
uma tarefa extremamente dificil, e sé foi concluido em 2004, apds a contri-
buigao de inimeros matematicos, sendo considerado por alguns como um dos
maiores feitos recentes da matematica. Para se ter uma ideia da dificuldade
da classificacao dos grupos simples, é possivel mostrar que cada grupo sim-
ples deve ser isomorfo a um Z, para p primo, ou A, para algum n, ou alguns
exemplos classicos de grupos de matrizes sobre corpos finitos, alguns exem-
plos excepecionais de tipo de Lie, ou um dos grupos esporadicos. Esse curso

cobrird apenas os dois primeiros tipos de grupos simples. Para se ter uma
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ideia do tamanho do problema, um dos grupos esporadicos, conhecido como
grupo monstro, possui ordem 246,320 59 76.112.133.17.19.23.29.31.41.47.59.71

que € igual a
808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000,

aproximadamente 8.10%. Descrever sua tabela de multiplicacao explicita-
mente necessita de mais de 4,5 GB de dados!

Uma outra classe importante de grupo que serd muito util no problema
que motiva 0 nosso curso, ou seja, decidir se existem formulas por meio de

radicais para as raizes de um dado polomio sao os grupos soluveis.

Definicao 4. Um grupo G é soltuvel se possui uma série subnormal, tal que

todo grupo fator é abeliano.

Lembre-se que dado G um grupo, definimos G' = [G, G], G = G e GO+ =
[G(i), G(i)]. E possivel usar grupos derivados dar uma descricao algoritimica

de grupos soluveis, da seguinte maneira:

Teorema 7. Seja G um grupo. Entao G € soluvel se, e somente se, existe n
natural tal que G = {eg}.

Para que possamos provar este resultado, precisamos da seguinte pro-

posigao que é de facil verificacao, e serd deixado como exercicio ao leitor:
Proposicao 1. Sejam G um grupo e G' o seu grupo derivado. Entao:
e G/G' € abeliano.

e G' € 0o menor subgrupo normal de G com essa propriedade, ou seja, se
H <G com G/H abeliano, entao G' C H

Demonstracao. Suponha que G é soluvel, e considere uma série subnor-
mal H* : {e} < H < Hy < --- < H, = G, com os grupos fatores
abelianos. Como H,,/H,_; ¢ abeliano, segue na proposigao anterior que

G' C H,_1. Como H,,_1/H,_5 é abeliano, segue também que H | C H,_ o,

10
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mas como G’ C H,_q, segue que G" = G® C H! , C H, 5 Repe-

tindo o procedimento, vemos que G™ C {e}, de onde segue o resultado.

Por outro lado, suponha que exista n tal que G = {e}. Assim a série
H* : {e} <GMW <G <... <GW = G C G, é uma série subnormal,

que possui todos os grupos fatores abelianos. O]
Exemplo 7. Todo grupo abeliano é soluvel.
Exemplo 8. Todo p—grupo é soluvel.

E possivel mostrar que todo grupo de ordem p?q® é soltivel. Este resultado
¢ conhecido como Teorema pq de Burnside.

O Teorema 7 nos ajuda a demonstrar o seguinte resultado importante.

Teorema 8. Sejam G um grupo e H ¢ um subgrupo de G, se G ¢ solivel
entio H € soluvel, e mais, se H <A G, entao G € soluvel se, e somente se H

e G/H sao soliveis.

Crédito da imagem do Lema da Borboleta: Claudio Rocchini, Wikipedia.

2 Exercicios

1. Mostre que todo grupo abeliano finito simples é isomorfo a Z, para

algum p primo.
2. Prove que A,, é um grupo, e calcule sua ordem.
3. Nesse exercicio provaremos que A,, é simples para n > 5.

a) Prove que se n > 3, entdo A, é gerado por 3-ciclos. (Sugestao:
Mostre que o produto de duas transposicoes pode ser escrito como

o produto de 3-ciclos, use as possibilidades expostas no Lema 1)
b) Seja N <1 A,. Se n >3 e N contém um 3-ciclo, entdo N = A,

c) Paran > 5, entao todo subgrupo normal nao trivial de A,, contém

um 3-ciclo(**).

d) conclua que A, é simples para n > 5.

11
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10.

11.

12.

. Prove que se G é um grupo simples de ordem menor que 60, entao G é

ciclico. Por qué o resultado nao é vilido para |G| = 607

Sejam G um grupo, e H, K subgrupos de G tais que H <G e K < K.
Entao K <1 G?

Dé exemplo de uma série subnormal que nao é normal.

. Prove que Z nao admite uma composi¢ao em série.

O que dé errado no Teorema da existéncia de composicao de séries para
grupos finitos, se tentarmos repetir o mesmo argumento para grupos

de ordem infinita?
Prove que A, e S, sao soluveis.
Prove o Teorema 8.

Prove que todo grupo de ordem menor que 60 é solivel. (**) (Dica:
divida a prova em varios passos, cobrindo nimeros da forma p"¢q, com
p Z 1(mod q), 2"3™, e 0 que vocé sabe sobre quais grupos sao abelia-

nos.Por fim trabalhe com os nimeros restantes).

Prove que S,, nao é soluvel para n > 4.

Exercicios Complementares

. Seja G um grupo. Prove que o conjunto dos automorfismos de G,

denotado por Aut(G) com a operagao de composicao de fungoes define

um grupo.

Nesse exercicio iremos discutir a no¢ao de produto semidireto de
grupos. Sejam N e H grupos, e considere um homomorfismo ¢ : H —
Aut(N). Considere o produto o grupo G cujos elementos sao os ele-

mentos de N x H, com a seguinte operagao:

(n1, hq) * (ng, he) = (n1p(hy)ng, hihs)

12
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. Denotaremos G por N x, H. Prove que
a) H x, N é de fato grupo, e exiba seu elemento neutro, e o elemento
inverso de (n, h).

b) Prove que N x {eg} <N x, H e que {exy} x H < N x, H, onde

en e ey denotam os elementos neutros de N e H respectivamente.

c) Prove que se ¢ = idauy(n), entdo N x, H ~ N x H, o produto

direto convencional.

3. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G. Se HK for subgrupo de G
entao HK = KH.

4. Seja G um grupo de ordem 280. Mostre que GG nao é um grupo simples.
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