1 ANEIS

1 Anéis

Esta semana discutiremos o conceito de anéis. Eles sao fundamentais
em diversas areas da matematica, e também sao o primeiro passo para en-
tendermos a tecnologia que permite classificar grupos (abelianos) de ordem

infinita.

Definicao 1. Um anel é um conjunto R munido de duas operacoes + e -,

que satisfaz as seguintes propriedades:
1) (R,+) é um grupo abeliano.

2) Vale a associatividade para a multiplicacao:

(a-b)-c=a-(b-c)

3) Vale a distributividade com respeito a soma:

a-(b+c)=a-b+a-c

Se, além disso, valerem as seguintes propriedades:

4) a-b="0b-, para todo a,b € R, diremos que R é comutativo.

4) Se existir 1 € R, talque 1-a =a-1 = a, para todo a € R, diremos que

R é anel com identidade.

% N

Omitiremos frequentemente a notacao para denotar a multiplicacao
em um anel. Isto é, escreveremos ab para denotar a - b. Quando quisermos

enfatizar as operagoes do anel R, escreveremos o anel como (R, +, ).

Exemplo 1. Z, Q, R e C com a soma e produto usuais sao exemplos de

anéis comutativos com identidade.

Exemplo 2. O conjunto dos restos médulo n, Z,, com a soma e produto

usuais é um anel comutativo com identidade.
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Exemplo 3. O conjunto das matrizes de ordem n sobre com coeficientes
em um anel comutativo R, denotado por M(n, R) é um anel com identi-
dade, quando consideramos a soma e produto usual de matrizes, mas nao é

comutativo.

Exemplo 4. Seja R um anel comutativo com identidade. O conjunto dos

polinémios com coeficientes em R, dado por:
R[x] := {ap + a1z + apz® + - - - + an,2™; a; € R},

com a soma e produto usual de polinomios é um anel comutativo com iden-

tidade.

Exemplo 5. O conjunto dado por:
Z[i] :={a+bi; a,b e Z},

¢ um anel, conhecido como anel dos inteiros de Gauss.

Definigao 2. Seja (R,+,:) um anel. a € R é dito divisor de zero a
esquerda, se a # 0 e existe b € R tal que ab = 0. Analogamente definimos
divisores de zero a direita. a € R é dito invertivel a esquerda, ou se a # 0
e existe b € R tal que ba = 1. Analogamente definimos invertiveis a direita.
Um elemento que é invertivel a esquerda e a direita é dito unidade do anel

R. O conjunto de todas as unidades de R é denotado por R*.

10
Exemplo 6. O elemento A = (1 O) , ¢ um divisor de zero a esquerda em
M(2,7).
Definicao 3. Um dominio, ou dominio de integridade ou ainda anel de
integridade é um anel comutativo com identidade e sem divisores de zero.

Um anel R é dito anel de divisao, se (R \ {0}, ) for um grupo. Um corpo

¢ um anel de divisao comutativo.

Exemplo 7. Z é um dominio, mas nao é corpo. Q, R e C sao corpos.
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O préximo teorema é de facil verificacao.

Teorema 1. Seja (R, +,-) um anel. Entao valem as sequintes propriedades:
1. Se R € anel com identidade entao 1 é unico.
2. Se R tem mais de um elemento, e R possui identidade entdo 1 # 0.

3. Se R € um anel que vale a lei do cancelamento a esquerda, entao R
nao tem divisores de zero a esquerda. Analogamenet para divisores de

zero a direita.

Podemos agora definir os homomorfismos de anéis, que sao funcoes entre

anéis que preservam sua estrutura.

Definicao 4. Sejam (R, +g, ‘r), (S, +s,s) aneis e f : R — S uma fungao.

Diremos que f é um homomorfismo de anéis, se f satisfizer:
1) fla+rb) = f(a)+s f(b),Va,b € R.

2) f(a-gb) = f(a)-s f(b),Va,b e R.

Monomorfismos, epimorfismos e automorfismos sao definidos de maneira
analoga a de grupos. Alguns autores chamam um monomorfismo R — S de

mergulho.
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Exemplo 8. Seja f : Z — M(2,Z) dada por f(a) = (1 0) , ¢ um mergu-

lho.

Exemplo 9. Seja f : Z — Z,, dada por f(a) = a, é um epimorfismo.
As seguintes propriedades sao facil verificacao.

Teorema 2. Seja f: R — S um homomorfismo de anéis. Entao temos:
a) f(0gr) = 0s
b) f(=a) = —f(a)
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c) Se R tem identidade, entao f(1g) = —f(1g).
d) Se a é uma unidade de R entao f(a™) = f(a)™ .

Analogamente ao caso do kernel de homomorfismos de grupos, se f :
R — S é um homomorfismo de anéis, dizemos que o conjunto ker f := {a €
R; f(a) =0g} é dito kernel (ou niicleo) de f.

Anélogo ao estudo de subgrupos e subgrupos normais, veremos a seguir

o conceito de subanel e de ideal de um dado anel.

Definicao 5. Sejam R um anel, S C R um subconjunto de R. Diremos
que S é subanel de R se S for um anel com as operacoes induzidas de R e

também for fechado para as operacoes de soma e produto de R.

Definicao 6. Sejam R um anel, S C R um subconjunto de R. Diremos que
S ¢ ideal a esquerda de R, denotado por S <. R se S for um subanel, e
além disse, para todo r € R e todo s € S temos rs € S. Analogamente, S
serd ideal a direita se S for subanel e sr € S para todo r € R e todo s € S.
I ¢é dito ideal bilateral, ou simplesmente ideal de R se I for um ideal a

esquerda e a direita.
Exemplo 10. E facil ver 0 e R sdo ideais de R. 0 ¢ dito ideal trivial de R.

Exemplo 11. E f4cil ver que para todo n € Z, o grupo ciclico (n) é um ideal
de Z.

Exemplo 12. Nao é dificil ver que para todo se f : R — S é um homo-
morfismo de anéis, entao ker f é um ideal de R. Podemos ver que Imf é um
subanel de S.

Exemplo 13. Note que Z C Q é um subanel, mas nao um ideal.

Exemplo 14. Sejam R um anel, e considere o conjunto Z(R) = {a €
R; ax = xzaVz € R}, dito centro de R. E fAcil ver que o centro sempre é um

subanel de R, mas podemos construir exemplos onde Z(R) nao é ideal.

A seguinte caracterizacao de ideal serd muito importante no que se segue.

Sua verificacao é imediata.
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Teorema 3. Seja R um anel, e I C R um subconjunto. Entao I é um ideal

de R se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades:
1. Para todos a,b € I, tem-se que a —b € I.
2. Para todoa €l er € I, tem-se que ra € 1.

Para tornar o estudo de anéis e ideais mais concretos, muitas vezes recor-
remos ao conceito de conjunto gerador de um anel. Para defini-lo, precisamos

do seguinte lema técnico:

Lema 1. Seja R um anel, e I, uma familia de ideais indexada por um
conjunto A qualquer. Entao ﬂ Iy é um ideal a esquerda.
AeA

Definicao 7. Seja R um anel e X um subconjunto de R. O ideal gerado por
X éoideal dado pela interseccao de todos os ideais que contém X, e denotado
por (X). Os elementos de X sao ditos os geradores do ideal (X). Se um
ideal I de R puder ser gerado por um nimero finito de elementos {ay, - - - ,a,}
diremos que [ ¢é finitamente gerado, e escrevemos [ = (ay, -+ ,a,). Se
I < R puder ser gerado por um unico elemento a, diremos que I = (a) é
um ideal principal. Um anel A onde TODOS os ideais sao principais é
dito anel de ideais principais. Se ademais A for dominio diremos que A é

dominio de ideais principais.

Voltaremos mais tarde nesse curso ao estudo desses aneis.

Ideais desempenham um papel semlhante ao de subgrupos normais em
grupos. Com eles podemos definir a nogao de anel quociente. De fato sejam
R um anel, e I um ideal. Como (R,+) é um grupo abeliano, e I é um
subgrupo e portanto normal, segue que R/I é um grupo abeliano. O que
podemos provar é que de fato R/I é um anel, dito anel quociente de R por
I.

Teorema 4. Sejam R um anel e I um ideal (bilateral). Entao R/I definido

acima € um anel.
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Demonstracao. De fato, temos que (R/I,+) é um grupo abeliano. Falta
provar que a operacao do produto induzida pelo produto de R é bem defi-
nida, uma vez que como elas vericam as propriedades de distributividade e
associatividade para R, também vao verificar para R/I. Sendo assim, su-
ponha que ay + I = as + I e que by + I = by + I, temos que mostrar que
aras+ 1 = biby+1.De fato, como a1 +1 = ay+1 segue que a; € as+1 e assim,
existe i € I tal que a; = as+1. Analogamente, existe j € [ tal que by = by+7.
Assim, a1b; = agby +asj +ibs +ij. Assim, a1b; — asby = agj +1iby +1ij. Como
I ¢é ideal segue que asj + iby + 15 € I, e portanto a1b; — asby € I, de onde
segue que a1by + I = asby + I. Logo a opearacao de multiplicacao esta bem
definida. O]

Nao serd surpresa para nenhum leitor que os teoremas de isormorfismos
que demonstramos para grupos, também valem para anéis. Temos claro que
tomar cuidado com a operacao de multiplicacao, mas é possivel mostrar que

tudo se encaixa bem. De fato temos os seguintes;

Teorema 5 (Primeiro Teorema do ismorfismo). Seja f : R — S um homo-

morfismo de anéis. Entdo existe um isomorfismo entre R/ker f e Imf.

Teorema 6 (Segundo Teorema do ismorfismo). Sejam R um anel e I,J
ideais de R. Entdo eziste um isomorfismo entre I/INJ eI+ J/J.

Teorema 7 (Terceiro Teorema do ismorfismo). Sejam R um anel e I, J ideais
de R tais que I C J. Entdo J/I é um ideal de R/I e existe um isomorfismo
entre (R/I)/(J/I) e R/J.

Por fim, também temos o Teorema da correspondéncia.

Teorema 8 (Terceiro da correspondéncia). Sejam R um anel e I um ideal de
R. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre ideais de R/I e ideais

de R que contém I.

A seguir, estudaremos dois tipos especiais de ideais, que sao importantes

no estudo das estruturas dos anéis: Ideais primos e maximais.
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Definicao 8. Sejam R um anel e I um ideal. Diremos que / é um ideal
primo, se I # R para todos J, K C R com JK C I, temos que J C [ ou
K ClI.

A seguinte caracterizacao é de facil verificacao e muito 1util.

Teorema 9. Sejam R um anel e I um ideal tal que I # R. Se para quaisquer
a,b € R tal que ab € I temos que a € I oub € I, entao I € primo. Ademais,
se R € comutativo vale a reciproca. Isto €, se I € primo entao para quaisquer

a,b € R tal que ab € I temos que a € I oub e I,
Exemplo 15. Se R é um dominio, entao o ideal gerado por (0) é um dominio.
Exemplo 16. Os tinicos ideais de um corpo F sao o 0 e o préprio F'.

O seguinte teorema nos ajuda a encontrar muitos exemplos de ideais

primos.

Teorema 10. Seja R um anel comutativo com identidade, entao um ideal

I <R € primo se, e somente se R/I é dominio.

Demonstragao. Suponha que I <1 R é primo, e sejam a + I,b+ I € R/I tais
que (a+1)(b+1I)=0=1. Assimab+ I =1, e portanto ab € I. Assim
como [ é primo, seque que a € I oub € I. Portantoa+1I=Toub+1=1,
logo R/I é dominio. Por outro lado suponha que R/I seja dominio. Sejam
a,b € I tais que ab € I. assim ab+ I = I e portanto (a+ I)(b+ 1) =1¢
assima+I=Ioub+I=1istoéaceloubel. O

Definigao 9. Seja R um anel. Um ideal I é dito maximal se I # R e se para
todo ideal J de R tal que I C J, entao J =1 ou J = R.

Exemplo 17. Os ideais (p) C Z sdo maximais em Z.

Exemplo 18. Os ideais M (2, (p)) sao maximais em M (2,7Z). Sempre que p

for um nimero primo.
Provaremos o seguinte resultado.

Teorema 11. Sejam R um anel e M um ideal. Sao equivalentes:
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1) M é mazimal.
2) R/M nao possui ideais bilaterais ndao triviais.
3) Para todo x € R\ M, temos que (x) + M = R.

Demonstra¢ao. 1) = 2). Seja I/M um ideal de R/M. Pelo Teorema da
correspondéncia temos que M C I. Por definicao de ideal maximal temos
R=1ouM=1. Assim I/M ¢ trivial.

2) = 3). Para todo z € R\ M, temos que [ = (z) + M ¢é ideal de R
que contém M e é diferente de M. Assim, I/M ideal nao nulo de R/M, pois
x & M ex €I Assim por 2) segue que R/M = (z) + M/M, e portanto
R=(z)+ M.

3) = 1). Seja I um ideal tal que M C I. Suponha z € I\ M. Temos
como (x) C I e também M C I temos (z) + M C I, mas por 3) temos que
() + M = R, e portanto R = I, e entdo M é maximal. O

De posse desse Teorema, podemos provar seguinte resultado que usaremos

extensivamente no futuro.

Corolario 1. Seja R um anel comutativo com identidade. Entao um ideal

M € mazimal se, e somente se R/M ¢é corpo.

Demonstra¢ao. Se R/M é corpo seus tnicos ideais sao 0 e R/M, segue que
M é maximal da equivaléncia com o item 2) do teorema anterior.

Suponha que M seja maximal. E considere a + M € R/M. Queremos
provar que a + M admite inverso. Como a ¢ M temos pelo item 3) do
teorema anterior que (a) + M = R. Assim, existem b € R e m € M tal que
1 =ba+m, o que implica que 1 —ba € M, e logo 1+ M = ba+ M e portanto
1=+ M)(a+ M). Como queriamos. O

Analogo a definicao de grupos podemos definir anéis simples.

Definicao 10. Um anel R ¢ dito simples se nao possui nenhum ideal bila-

teral nao-trivial.



2 EXERCICIOS

Qualquer anel de divisao é simples.
O seguinte resultado é importante no estudo de anéis nao comutativos.

Deixaremos a demonstracao (que nao é facil) como exercicio ao leitor.

Teorema 12. Sejam R um anel e n > 1 um inteiro. Entao os ideais de
M(n, R) sao da forma M(n,I) com I ideal de R.

Esse resultado tem como corolario imediato o seguinte importante teo-

rema.

Teorema 13. Sejam R um anel e n > 1 um inteiro. Se R é simples entao
M(n, R) € simples.

2 Exercicios

1. Mostre que os conjuntos dados nos exemplos 1-5 sao de fato anéis.
2. Mostre que Z,, é corpo se, e somente se n é primo.
3. Dé exemplo de um anel de divisao que nao seja corpo.

4. Mostre que a hipétese de R possuir identidade no Teorema 2-d) é indi-
pensavel. Isto é, prove que existe um homomorfismo de anéis f : R — S
tal que f(1g) = 1s.

0
5. Seja F'um corpo. Prove que Z(M (2, F)) = {(g ) ,a € F'} e conclua
a
que Z(M(2, F)) nao é ideal de M (2, F).

6. Seja R um anel com identidade e I um ideal. Mostre que se 1 € I,
entao I = R.

7. Mostre que se I C Z é um ideal maximal entao I = (p) para algum

primo p.

8. Sejam R um anel e n > 1 um inteiro. Prove que os ideais de M (n, R)
sao da forma M (n,I) com [ ideal de R.
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9. Sejam R um anel e /' um corpo. Prove que f : R — F é um homo-

morfismo de anéis, entao f é monomorfismo.
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