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1 Dominios, anéis Noetherianos e Teorema

da Base de Hilbert

Nessas notas discutiremos como o conceito de anéis generaliza as nogoes
que tinhamos para os numeros inteiros. Nessa secao todos os anéis serao

comutativos com identidade.

Definicao 1. Sejam D um dominio e a,b € D. diremos que a divide b, se
existe x € D, tal que b = a.z. Caso contrério, diremos que a nao divide
b. Diremos que a e b sao associados, se existe uma unidade u € D* tal que

a = u.b. Neste caso, denotaremos a ~ b.

Nao é dificil ver que ~ define em D uma relacao de equivaléncia, ou seja

¢é simétrica, reflexiva e transitiva. Além disso é facil provar que :
Teorema 1. Seja D um dominio, entdo para todos a,b,c € D temos:
1. a divide a.
2. a divide b e b diwvide ¢, entao a divide c.
3. a divide b e b divide a, entdao a ~ b.

A essa altura, é claro que Z é um dominio, e que o conceito de divisibi-

lidade que acabamos de introduzir tem por objetivo mimicar a divisao em

Z.

Definicao 2. Sejam D um dominio, e a,b € D. Dizemos que a é um divisor
proéprio se a € D\ D* e existe x € D\ D* tal que b = az. Um elemento
q € D é dito irredutivel se ¢ nao é nulo, e nem uma unidade de D, e além
disso ¢ nao possui divisores proprios. p € D é dito primo se p nao é nulo,
e nem uma unidade de D, e além disso, para quaisquer a,b € D tais que p

divide ab temos que p divide a, ou p divide b.

Teorema 2. No anel Z, os conceitos de elemento irredutivel e elemento

primo coincidem.
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Demonstracao. Temos que provar que se p € Z é um elemento primo, se, e
somente se p é irredutivel. Assuma que p é irredutivel, e considere a,b € 7Z
tal que p divide a.b, e ademais que p nao divide a. Como p é irredutivel,
temos que a nao divide p, e assim o maximo divisor comum entre a e p é
1, e pelo Teorema de Bezout para os inteiros temos que existem z e y tal
que 1 = ax + py, assim b = axb + pyb, como p divide pyb e p divide axb por
hipdtese, segue que p divide b e assim p é primo.

Suponha agora que p é primo, e que exista a € Z tal que a divide p.
Assim existe b € Z tal que p = ab. Assim, p divide ab, e como p é primo,
segue que p divide a ou p divide b. Se p divide a temos que p ~ a, e temos
o resultado. Se p divide b significa que existe x € D tal que b = pz, dai
teriamos que p = ab = apzx, e portanto axr = 1 e assim a € D*. De onde

também segue o resultado. O

Note que, de fato a segunda parte da demonstracao acima produz o se-

guinte resultado.
Corolario 1. Seja D um dominio. Se p € D € primo, entdao p € irredutivel.

A reciproca desse corolario nem sempre é verdadeira, na demonstracao
do Teorema 2, usamos fortemente o teorema de Bezout, assim, fica claro
que precisamos generalizar para o ambiente de anéis o conceito de divisao

euclidiana.

Defini¢cao 3. Seja D um dominio. Uma fungao N : D\ {0} — N ¢ dita

norma euclidiana se para todo a,b € D, com b # 0, temos:
1. Se b divide a e a # 0 entao N(a) < N(b).
2. Existem ¢,r € D, tais que a = gb+r, com N(r) < N(b) ou r = 0.

Um dominio munido de uma norma euclidiana é dito dominio euclidiano,

e frequentemente denotado por (D, N), onde N é sua norma.

Exemplo 1. O anel Z munido da fungao N : Z\ {0} — N dada por N(z) =

|z| é um dominio euclidiano.
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A seguinte proposi¢ao nos da uma ttil caracterizacao das unidades de um

dominio euclideano.

Proposicao 1. Seja (D, N) um dominio euclidiano. Entdo:
D*:={d e D;N(d) = N(1)}.

Demonstra¢ao. Vamos primeiro provar que toda unidade tem norma 1. Se
d € D é uma unidade, entao existe x € D tal que dr = 1 assim temos que
d divide 1 e portanto N(d) < N(1). Como 1 divide d, pois d = d.1 temos
que N(1) < N(d), de onde segue que N(d) = N(1). Por outro lado, seja
d € D tal que N(d) = N(1). Pela segunda propriedade da norma temos
que 1 =gr+ 7, comr =0ou N(r) < N(1). Mas se r # 0, como r = 1.7,
terfamos pela primeira propriedade da norma que N(1) < N(r) < N(1), o
que ¢é absurdo. Logo r = 0, ou seja 1 = qd e portanto d € D*. O

Podemos agora construir um exemplo de um anel que possui elementos

irredutiveis que nao sao primos.

Exemplo 2. Secja Z[v/—5] := {a+by/=5, a,b € Z}. E facil ver que Z[v/—5]
¢ um anel com as operacoes de soma e produto usuais. Defina em Z[\/g] a
seguinte fungdo: N : Z[v/=5]\ {0} = N, N(a + bv/5) = a® + 5b?, que nada
mais é do que a norma usual de um ntimero complexo, restria a Z[v/—5]. N
NAO é uma norma, como veremos mais adiante, mas ainda assim ela servira
a0s nossos propositos. Além disso é facil verificar queN (z.y) = N(z).N(y)
para quaisquer z,y € Z[v/5], e que N satisfaz as propriedades da Proposicao
1.

Afirmagao 1: 3 € Z[\/5] é irredutivel. Como N(3) = 9 # 1 = N(1), temos
pela Proposicao 1 que 3 nao é uma unidade de Z[\/g] Sejam x,y € Z[\/g] tal
que 3 = zy. Suponha ainda que z seja divisor préprio de 3. Assim x nao é
unidade e portanto N(x) > 1. Como 3 = zy, temos que N(3) = N(x).N(y)
o que implica que N(z) = 3 ou N(x) = 9. Se N(z) = 3 terfamos que existem
a,b € Z, tal que x = a + b\/5 tan que 3 = N(z) = a® + 5b°. Mas essa
equagao nao admite solugao inteira, logo N(x) # 3. Se N(x) =9, temos que

N(y) =1, e assim z ~ 3, 0 que é uma contradi¢ao pois assumimos que x era
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um divisor préprio de 3. Logo 3 é irredutivel.
Afirmacao 2: 3 € Z[v/5] ndo é primo. Note que:

9=33=(2+V5).2—V5).

Assim temos que 3 divide (24 +/5).(2 — v/5) mas 3 nao divide (2++/5), nem
(2 —+/5). Logo 3 ndo é primo em Z[v/5].

Note que no exemplo anterior, o que nos ajudou a mostrar que 3 nao era
um numero primo foi o fato de que 9 possuia duas fatoragoes por elementos
irredutiveis distintas. Lembre-se que gragas ao Teorema Fundamental da
Aritmética, e ao Teorema 2, em 7Z isso nao ocorre, isto é, em Z cada elemento
admite uma fatoracao unica por elementos irredutiveis. Veremos a seguir

como generalizar esse conceito para outros anéis.

Definigao 4. Sejam D um dominio e a € D tal que a # 0. Diremos que
a = p;-py---pp ¢ uma fatoragao de a quando cada um dos p;s forem
elementos irredutiveis de D e p; # p; se @ # j. Diremos que duas fatoracoes
de a = p1---pn = q1--- ¢y sa0 equivalentes quando m = n e se existe

o € 5, tal que p; = q,(;) para todo i.

Definicao 5. Diremos que um dominio D é um dominio de fatoragao
tnica quando todo a € D com a # 0 e a ¢ D* admite uma fatoragao, e
sempre que tivermos duas fatoragoes para um mesmo elemento, elas serao

equivalentes.
Exemplo 3. Z é um domino de fatoracao unica.
Agora temos o seguinte resultado.

Proposicao 2. Seja D um dominio de fatoragao unica. Entdo todo elemento

wrredutivel de D € primo.

Demonstracao. Seja p € D um elemento irredutivel, e a,b € D tal que
p divide ab. Tomando fatoracoes a = p1 - pm € b = q1---q, temos que
ab = p1 - Pm-q1- - qn. Como p divide ab, segue que existe ¢ € D tal que

pc=ab=pi- Pm-q1- - q,. Assim, pela unicidade da fatoracao, segue que p
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divide algum p; e nesse caso p divide a, ou p divide algum g¢; e logo p divide

b. Portanto p é primo. O]

Veremos mais adiante que todo dominio euclideano é um domino de fa-
toracao tunica.

Agora que entendemos que é possivel dividir em anéis mais gerais que
os anéis dos inteiros, nos concetraremos no estudo dos ideais desses aneis.

Primeiro note a seguinte propriedade interessante,

Exemplo 4. Seja I um ideal de Z. E possivel mostrar que I = (m) para
algum m € Z. De fato, se I = (0), entao I é um ideal principal e nao ha o
que provar. Se I é nao nulo, entao I admite numeros positivos e negativos.
Seja m o menor inteiro positivo tal que m € I. Afirmamos que I = (m). De
fato, como m € I, temos que (m) C I. Agora seja a € I, tal que a # m.
Pelo algoritmo da divisao de euclides, existem ¢, r tal que a = ¢gm + r, com
0<r<m. Comor=a—qgm,ecomoacleqgméel segue quer € I, mas
pela minimalidade da escolha de m temos entao que » = 0, e concluimos que
para todo a € I, tem-se que a = gm para algum ¢, isto é, I C (m) de onde

vem a igualdade.

Definicao 6. Seja D um dominio. Diremos que D é dominio de ideais
principais, se todo ideal de D for principal, ou seja, gerado por um tunico

elemento.

Segue do Exemplo 4 que os inteiros sao um dominio de ideais principais.
Em dominios de ideais principais temos uma boa caracterizacao de ideais

maximais.

Teorema 3. Sejam D um dominio de ideais principais e I um ideal. Entao

I € mazimal, se e somente se, existe ¢ € D tal que q € irredutivel e I = (q).

Demonstracao. Seja I um ideal maximal. Como D é dominio de ideais prin-
cipais segue que I = (a) para algum a € D. Se b € D tal que b divide a,
pelo exercicio 1, temos que (a) C (b) C R. Como (a) é maximal, temos que
(b) = R, e novamente pelo Exercicio 1, temos que b é uma unidade. Assim a

¢é irredutivel.
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Suponha agora que I = (p) com p irredutivel. Suponha que exista b € D
tal que (p) € (b) € R. Assim b é divisor préprio de p o que é absurdo. Logo

I é maximal. O

Nosso objetivo serd estudar agora as relagoes entre dominios de ideais

principais, de fatoracao tnica e euclideanos.
Teorema 4. Todo dominio euclideano € um dominio de ideais principais.

Demonstracao. A demonstracao segue, mutatis mutandis, a demonstracao
do Exemplo 4. O

Para relacionar dominios de ideais principais e de fatoracao tunica preci-

saremos do seguinte Lema.

Lema 1. Se D é um dominio de ideais principais e Iy C I, C---C [, C---
¢ uma cadeia de ideais em D, entao existe m € N tal que I, = I,,1+; para
todo v € N.

Demonstracao. Considere I = U I;. Nao ¢ dificil ver que I ¢ ideal de D.
j=1
Como D é dominio de ideais principais, segue que existe a € I tal que I = (a).

o0
Comoa el = U I;, segue que existe m € N tal que a € I,,,, assim, (a) C I,.
j=1

Mas como I, C U I; = (a), temos que (a) = I,,. Agora, para todo ¢ > 0,
j=1

segue que [,, C [,,,; C U I; = I,,. Portanto I,, = I,,4; para todo ¢ > 0. ]
j=1

Segue diretamente que
Corolario 2. Se D é um dominio de ideais principais, e (a;)iso € uma

sequéncia de elementos de D tais que a;yq divide a;, para todo 1 > 0, entao

existe n € Z tal que a; ~ a, para todo i > n.
Deixaremos o seguinte lema ao leitor.

Lema 2. Seja D um dominio de ideais principais. FEntao todo elemento

irredutivel € primo.
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Podemos agora provar o seguinte.

Teorema 5. Se D é um dominio de ideais principais entao também € um

dominio fatoracao tunica.

Demonstracao. Sejam D um dominio de ideais principais e a € D um ele-
mento nao nulo que nao é uma unidade. Vamos mostrar que a admite uma
unica fatoragao. Dividiremos a prova em duas partes:

Parte 1: Existéncia Se a é irredutivel nao ha o que provar. Suponha que
a nao é irredutivel. Assim existem a; e by divisores proprios de a. Ou seja
a = ajby, com a % a; e a % by. Se ay e by sao irredutiveis encontramos
uma decomposicao para a, caso contrario, existem a$.b$, divisores préprioes
para ai, a; = a$.bl, e o mesmo para by, by = a5.b. Se um dos elementos
a$, b3, ab, by nao for irredutivel, podemos supor sem perda de generalidade
que sera o a3. Repetindo o procedimento de obter os divisores proprios de af
como af = af b}, ,, obtemos uma sequéncia de (af) de modo que cada af
divide af, e que a;11 % a;, o que contradiz o Corolario 2 Assim, conseguimos
escrever a = py - - - ps onde cada p; é irredutivel.

Parte 2: Unicidade Sejam a = p;---p, = q1 - - - ¢s duas decomposicaoes
de a, com r < s. Procederemos por inducao em r. Se r = 1 temos que
a=p =qi--q, logo a é irredutivel, e temos o resultado. Suponha que o
resultado seja vélido para todo elemento que pode ser fatorado por até r — 1
irredutiveis.

Como a = py---p, = q1---qs, temos pelo Lema 2 que p, divide algum
dos g;, sem perda de generalidade, assuma que p, divide algum dos ¢;. Como
qs é irredutivel, segue que existe uma unidade u tal que p, = ugs. Assim,
temos que @ = Py Pr_1UQs = ¢ Qs_1Gs, € como D é dominio, segue
que a = upy---Pr_1 = q1---qs_1, € pela hipdtese de inducao temos que
r—1=5s—1, que implica r = s, e que existe o € S,_; tal que p; ~ Gy,

como p, ~ ¢, temos o nosso resultado. O

Segue deste teorema que Z[v/—5] ndo é um dominio de ideais principais,
portanto nem um dominio euclideano, pois 9 admite duas fatoragoes por

irredutiveis distintas.
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Segue também do Teorema anterior e da Proposicao 2 o seguinte resul-
tado:

Corolario 3. Seja D um dominio de ideais principais, entao um elemento

€ irredutivel se, e somente se for primo.

Uma generalizacao natural da ideia de dominio de ideais principais, é
quando todos os ideais de um dado anel sao finitamente gerados. Veremos a
seguir que anéis com essa propriedade sao bastante ricos do ponto de vista
tedrico. Lembre-se que um conjunto parcialmente ordenado (conjumpo) é
um conjunto munido de uma operagao binaria (<) que é simétrica (a < a),
antireflexiva( @ < b e b < a implica b = a), e transitiva ((a < be b < ¢
implica b < a)).

Considere ¥ um conjumpo por uma relagao <.
Proposicao 3. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes em X :

i) (Condicao de cadeia crescente) Toda cadeia ascendente x1 < x5 <
em Y € estaciondria (isto €, existe N tal que para todo n > N

tem-se T, = Tpi1. );

ii) (Condicao de elemento maximal) Todo subconjunto nao-vazio S
de Y possui (pelo menos) um elemento mazimal m, isto €, ndo existe

a€ S tal que m < a.

Demonstragao. ii) implica i) é ébvio. Vamos provar i) = ii). Seja S C X
tal que S # (). Se S ¢é finito, claramente possui elemento maximal. Se S é
infinito, suponha que S nao admite elemento maximal. Dado sg € S, como
S nao admite elemento maximal, existe s; € S tal que sy < s1 e 81 # So.
Analogamente, existe sy € S tal que s; < s9 e s5 # s1. Procedendo desta
forma, construimos uma cadeia ascendente de elementos sp < s1 < -+ <

sp < +-+ que nao estabiliza, contradizendo i), o que é um absurdo. O

Definigao 7. Sejam A um anel comutativo com identidade e ¥ o subcon-
junto de todos os ideais de A ordenados com a relacao C. Se A satisfaz
uma (e portanto a duas) condi¢oes da proposigao anterior dizemos que A é

Noetheriano.
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Exemplo 5. Todo corpo K é Noetheriano. De fato, o inico ideal proprio de

K é (0) logo a unica cadeia possivel é (0) que claramente estabiliza.

Exemplo 6. Pelo Lema 1, segue que todo dominio de ideais principais é

Noetheriano. Em particular, o anel dos inteiros é Noetheriano.

Condigoes de cadeia nao sao computacionalmente convenientes para se

trabalhar. Por isso a seguinte caracterizacao sera muito ttil.

Proposicao 4. Sejam A um anel comutativo com identidade. Entao A é

Noetheriano se, e somente se, todo submddulo I << A € finitamente gerado.

Demonstracao. (=) Suponha A Noetheriano. Sejam I um ideal de A e
Y; = {I;ideal de I | I; é finitamente gerado}. Entao X; # (), pois 0 € Xy,
logo possui um elemento maximal Iy. Se Iy = [ segue que I é finitamente
gerado pela definigao de ;. Se Iy # I, existe x € I tal que x & [,. Considere
o submoédulo I1 = Iy + x.A que é finitamente gerado e portanto I; € X; e
Iy ; I;. Logo Iy nao é maximal, uma contradi¢ao. Portanto, [ = [ e [ é
finitamente gerado.

(<) Agora suponha que todo ideal de I é finitamente gerado e tome uma
cadeia ascendente Iy C I, C --- de ideais de A. Entao J = U Ic; é um ideal

i=1
em A e, portanto, finitamente gerado por hipotese, e considere zq,--- ,x,

os seus geradores. Para cada i = 1,--- ,r existe n; tal que x; € I,,,. Seja
n = max{n;}, entao z; € I,, para todo i. Logo I,, = J para todo m > n e a

cadeia é estacionaria. O

A proposigao anterior nos diz os anéis noetherianos sao os anéis que de
certa forma generalizamo os dominios de ideais principais, uma vez que neles,
todo ideal ¢ finitamente gerado. (Cuidadmo: Sabemos que o nimero de
geradores ¢ finito, mas nao sabemos quantos geradores o ideal tem, e note
que um anel ndo precisa ser dominio para ser noetheriano).

O teorema a seguir nos da uma forma de produzir aneis noetherianos

novos, a partir de anéis conhecidos.

Teorema 6 (Teorema da Base de Hilbert). Seja A um anel Noetheriano,

entao Alx] o anel de polinémios com coeficiente em A é Noetheriano.

9
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Demonstracao. Seja J um ideal de A[z]. O conjunto dos graus de todos os
polinémios em J é limitado inferiormente.
Seja f1 € J um polinémio com o menor grau (é possivel escolher tal elemento
pelo axioma da escolha). Se J = (f1) entdo J é finitamente gerado, como J
foi escolhido de maneira arbitraria, segue que Alx] é Noetheriano.
Se J # (f1) escolha fy € J\ < fi; > de menor grau. Se J = (fi, f2) segue que
J é finitamente gerado e A[z] é Noetheriano. Indutivamente, seja f; o ele-
mento de menor grau em J\{f1,---, fi—1}. Se J = (f1, -+, fi) entdao Alz] é
Noetheriano. Caso contrario existe um conjunto F' = {f1, fo, -+, fm, -} C
J tal que f,, € J\{f1,---, fm-1}, com f,, de menor grau. Seja a; o coefi-
ciente lider de f; e considere o ideal I = (a1, -+ ,am,---) C A. Como A é
Noetheriano, segue que existe N € N tal que I = (ay,-- ,ay).

Afirmacgao: J = (fi, -, fn).

Suponha que existe fyy1 € F \ (f1, -+, fn), mas como [ é finitamente
N

erado, segue que seu coeficiente lider ay,; = u;a;, com u; € A. Como o
) + (3] 7

=1
grau de fyi1 é maior igual que os graus dos polinémios f; parat=1,.... N

segue que o polindmio

N
g(x) = Z uifi(x)x(deg fnia1—deg fi)
i=1

tem o mesmo grau que fyy1eg(z) € (f1, -, fn). Como fni1 & (f1, -, fn),
segue que fyy1 —g & (f1,--+, fn). Mas fyy1 — ¢ possui grau menor que
fn+1 0 que contradiz sua minimalidade. Portanto J = (fy,---, fn) ¢ Alx] é
Noetheriano. ]

Corolario 4. Se A é Noetheriano, entio Alxy,..,x,] é Noetheriano.

Demonstracao. Prova por inducao em n. O caso n = 1 é o Teorema da
base de Hilbert. Suponha que se A é Noetheriano entdo Alxy, -, x, 1] é
Noetheriano, como Alzy,--- ,x,| = Alxy, -+, x,_1][z,] segue do teorema da

base de Hilbert que A[zy,--- ,x,] é Noetheriano. ]

Corolario 5. Se K ¢ corpo, entio K|z, .., x,| é Noetheriano.

10
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Exercicios

1. Sejam D um dominio, e a,b € D. Prove que:

a) a divide b se, e somente se, (b) C (a).

b) a ~ b se, e somente se, (a) = (b).

c) a ¢é divisor préprio de b se, e somente se, (a) # R e (b) C (a).

)
)
)
d) (a) = D se, e somente se, a € D*
2. Prove o Lema 2.

3. Seja R um anel comutativo com identidade. Prove que p € R é um

elemento primo se, e somente se (p) é um ideal primo.

4. Prove que Z[z], o anel de polinomios com coeficientes em inteiros, nao

¢ um dominio de ideais principais.
5. Dé exemplo de um dominio de fatoragao unica que nao seja:

a) Dominio de ideais principais.

b) Dominio euclideano.
6. Dé exemplo de um dominio de ideais principais que nao seja euclideano.

7. Prove que os inteiros de Gauss (Z[i] := {a + bi; i* = —1}) sao um

dominio euclideano.

8. Sejam A e B anéis comutativos com identidade, com A noetheriano, e

f A — B um epimorfismo. Prove que B é noetheriano.

9. Sejam D um dominio e a,b € D. Diremos que um elemento é maximo
divisor comum entre a e b denotado por mdc(a, b) se mdc(a,b) € D

satisfaz:

a) mdc(a,b) divide a e também divide b.

b) Se ¢ divide a e b, entao ¢ divide mdc(a, b).

11
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Prove que se o mdc(a,b) existe em D, entao ele é tinico a menos de

associados.
10. Considere o anel dos inteiros de Gauss, Z[i]. Prove que

e a+ bi € Z[i] é irredutivel, se a® 4+ b* é primo.

Mostre que 2 nao é irredutivel em Z[i].

Encontre todos os associados de 3 e 5 em Z][i].

Sejam D um dominio de ideais principais, e a,b € D\ {0}. Entao

o mdc(a, b) existe, e existem x,y € D tais que mdc(a, b) = ax+by.

12



