Professor Charles Almeida- FORMA CANONICA DE JORDAN-MA719

Sejam k um corpo qualquer e V um k-espago vetorial de dimensao finita.

Um operador linear é uma transformacao linear 7": V' — V.

Se dim, V = n e B é uma base de V, entdo a matriz [T]gz pertence a
M,,(k), muitas informagoes sobre 7" podem ser obtidas atravez de calculos
sobre a matriz [T]s, para obter tal feito é conveniente que [Tz seja a mais
simples possivel. Além das matrizes multiplas da identidade AId,,, com A € k,

talvez as matrizes mais simples sejam as matrizes diagonais

cg 0 0
D— 0 o 0
0 O C,
De fato, se B = {vy, -+ ,v,}, entao [T]g = D se, e somente se, Tv; = c;v;,
para todo i =1,--- ,n. Com isso, temos por exemplo,

Ker T = (v; | Tv; = cv;, ¢; =0) e

ImT = <Uz‘ ’ TUi = CjV;, C; # 0>,

ou seja, informacoes importantes sobre 7" podem ser obtidas a partir de D.
Sendo assim, caso [T]s nao seja diagonal, seria interessante determinar uma
base C tal que [T]e = P~[T|gP seja diagonal, onde P é uma matriz in-

vertivel. O problema é que nem toda matriz é semelhante & uma matriz

diagonal, como ¢ o caso de ( b )
01
Veremos no decorrer dessas notas que se k é algébricamente fechado, po-
demos determinar J uma matriz similar a [T']z que embora nao seja diagonal,
possui uma forma que facilita a obtencao de informacoes relevantes de T'. Tal
matriz é a conhecida forma canonica de Jordan.
Veremos a seguir alguns resultado e defini¢coes necessarios para obter tal

forma.
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Definigao 1. Seja 7' : V' — V um operador linear.

1. Um autovalor de T' é um elemento A € k, tal que existe um vetor nao
nulo v € V com T'(v) = Av.

2. Se A é um autovalor de T, entao todo vetor nao nulo v € V tal que
T'(v) = Mv é dito autovetor de T associado a A. Denotaremos por
Autr(X) o subespago de V' gerado por todos os autovetores associados

a A, dito autoespago de \.

3. Suponha que dim, k = n < oo. Dizemos que T' é diagonalizavel se

existe uma base B tal que [T]z é diagonal.

Observacao 2. Dizer que T ¢é diagonalizavel é equivalente a dizer que existe

uma base B formada por todos os autovetores de 7.

Exemplo 1. Se T': V — V é um operador linear nao injetivo, entao 0 ¢ um
autovalor de T'. De fato, como T é nao injetor, existe um vetor nao nulo v

em seu nucleo. Dai T'(v) =0 = Ov.

Conforme o exemplo a seguir mostra, alguns operadores lineares nao pos-

suem autovalores.

Exemplo 2. O operador T : R? — R? dado por T'(z,y) = (—y, z) ndo possui

autovalores. De fato, se existe A tal que T'(x,y) = A(x,y), entao

-y = Az
r = Ay,

cuja unica solucao é o vetor nulo.
A seguir veremos como determinar os autovalores de um operador linear.

Proposicao 3. Se T : V — V € um operador linear onde V € um k-espaco
vetorial de dimensao finita. Entao A € k € um autovalor de T se, e somente
se, Ker (Al —T) # 0.

Demonstracao. Segue da definicao de autovalor. n
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Assim, nas condicoes da proposi¢ao anterior, sejam B uma base qualquer

de V e [\ — Tp a matriz do operador linear \I — T nesta base. Segue que

Ker (MMl =T)#0 < [A — Tz nao é invertivel
& det([]\ —T)g) = 0.

Se dim,, V' = n, observe que det([z]—T);) é um polinémio ménico de grau
n. Sendo assim, A é autovalor de T se, e somente se, A é raiz de det([z1—T)z).
E mais, se C é outra base de V', sabemos que existe uma matriz invertivel
P € M, (k) tal que [T]g = P Y[T]cP (i.e. [T]c e [T]s sdao semelhantes) e

sendo Id, a matriz identidade em M, (k), segue que

det([xI —T)g) = det
= det(xP~'Id,P — P~ T]cP)
= det

= det([x] —T)e),

ou seja, det([r] — T]g) ndo depende da base escolhida, o que justifica a

seguinte defini¢ao.

Definicao 4. Sejam V um x-espaco vetorial de dimensao finita, 7': V — V
um operador linear e 3 uma base de V. Chamamos o polinomio det([z]—T)

de polinémio caracteristico de 7" e o denotamos por pr(x).

Nas condigoes da definicao anterior, se k é algébricamente fechado, entao

o polinomio caracteristico de um operador T sera da forma

pr(x) = (x —A)™ - (2 — \)",

com \; € k e r; > 1. E portanto, existirao autovalores para 7.

O resultado a seguir caracteriza quando um operador ¢ diagonalizavel.

Teorema 5. Sejam V um k-espaco vetorial de dimensao finita, T :'V — V

um operador linear. Se Ai,--- , )\, [ > 1 sao todos os autovalores deT', entao
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t
T ¢ diagonalizdvel se, e somente se, dim,, V = Z Autp(N;).
i=1

Exemplo 3. Seja T : R3 — R3 tal que

onde C é uma base qualquer de R3. Fazendo os célculos, temos pr(x) =
(z+1)%(x +2),

Autr(—1) = ((1,0,2),(0,1,2)) e Autr(—2) = ((1,—1,1)).

Logo, pelo Teorema 5, B = {(1,0,2),(0,1,2),(1,—1,1)} é uma base de

R3 e T é diagonalizavel.

Dado um autovalor A de um operador 7', veremos a seguir a relagao
entre dim, Autr(A\) com a multiplicidade de A como raiz do polinémio ca-

racteristico pr(x).

Definicao 6. Sejam V' um x-espaco vetorial de dimensao finita, 7': V — V
um operador linear e pr(z) = (z — A)™g(z), com ¢(\) # 0, o polinomio

caracteristico de T e A um autovalor de T'.

1. O nimero m é chamado de multiplicidade algébrica de A e denotado

por ma(\).

2. Chamamos de multiplicidade geométrica de )\ a dimensao do su-

bespago Auty () e indicamos tal nimero por mg(\).

Proposicao 7. Sejam V um k-espago vetorial de dimensao finita, T : V —

V' um operador linear e X\ um autovalor de T'. Entdo mg(\) < ma(\).

Sejam V um k-espaco vetorial de dimensao finita, 7" : V' — V um opera-
dor linear, tal que pr(x) = (x —X)™ -+ (x — A\)™, onde Ay, - -+ , A, distintos.

Segue da definicao do polinomio caracteristico que dim,, V =nq + --- + ny,
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!
assim pela proposicao acima temos que dim,V = Zdim,{ Autr(N;) se, e
i=1
somente se, ma(\;) = mg(\;), para cada i, o que nos leva ao seguinte resul-

tado.

Teorema 8. Sejam V um k-espaco vetorial de dimensao finita, T : V —
V' um operador linear e sejam \y,--- , )\ 0s seus distintos autovalores. As

sequintes condicoes sao equivalentes.
1. T € diagonalizavel.

2. pr(x) = (x = A)™ - (x = N)™, n; > 1 e mg(\;) = ma(N:), para cada
i=1,-- 1.

!
3. dim,.V = Z dim, Autp(\;)
i=1
Agora, como prometido, veremos o que ocorre quando [T]z nao é diago-

nalizavel.

Definigao 9. Sejam V um k-espago vetorial, T : V' — V um operador linear
e seja W C V um subespago de V. Se T'(w) € W, Vw € W, dizemos que W

¢ um subespaco T-invariante de V.

Proposicao 10. [Exemplos] Seja T : V. — V' um operador linear, onde V ¢

um k-espaco vetorial e sejam W C V um subespaco de V e X\ € k. Entao

1. Os subespagos vetoriais de V', nicleo Ker (T) e imagem Im (T) sdo

T-invariantes.

2. Se W é um subespago T-invariante, entao a restricao de T a W é um

operador linear T}, : W — W.
3. W é (Md — T)-invariante se, e sé se, W for T-invariante.

O estudo de subespagos invariantes de um espacgo vetorial V' por um
operador linear T": V' — V é 1til, pois nos permite encontrar uma base para
o espaco vetorial na qual a matriz de T pode ser escrita em blocos, como

podemos ver a partir do seguinte teorema.
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Teorema 11. Sejam T : V. — V um operador linear e V um k-espaco
vetorial de n-dimensional, tais que V=W, ® --- ® W,, onde cada W; é um
subespago T-invariante. Seja também B = By U---UB, uma base de V', com

B; base de W;. Entio [T|g se escreve da sequinte maneira:

[TI] B 0 R 0

0 [Ty]s, 0

1] = . :
0 0 [TT]BT

onde [Tj|s, ¢ a matriz da restrigio de T; :=T),, .

Demonstragao. Considere B; = {v;1,- -+ , Ui, }, ordenando a base como B =

{Ulla"' yUlngy "0 5 Urly t o 7U’r‘n7~}' Seja Vij € Ba temos que

T(vij) = a11v11 + ++* + @1y Uiy +++ + Ar1Vp1 + -+ Gpp, Upp, COM Qs € K.

Como V=W, &®---®dW, e W; é T-invariante para ¢ = 1,--- ,r, segue
que azs = 0, se t # 1. Logo,

Ti]g, O 0

0 [Ty]g, 0

[T = . :
0 0 [Tr] B

O

Deste ultimo teorema temos que o operador linear 7' é soma direta dos
operadores T4, --- ,T,, onde cada operador T; estd definido em um espago
vetorial de dimensao menor que dim, V. Nosso préximo objetivo sera en-
contrar uma decomposicao conveniente para 71'. Para isso, o nosso primeiro

passo sera estudar o polinomio caracteristico de um operador linear.

Corolario 12. Sejam T : V. — V um operador linear e V. um k-espacgo
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vetorial. Se T =T, ®---BT,, entao o polinomio caracteristico deT’ € dado

por pr(x) = pr, () - - pr, (7).

Teorema 13 (Cayley-Hamilton). Seja V' um k-espago vetorial de dimensao
finita. Um operador linear T : V. — V € um zero de seu polinomio carac-

teristico pr(x).

Além do polinomio caracteristico, existe outro polinomio importante as-

sociado a um operador linear 7.

Definicao 14. Chamamos de polindmio minimal de um operador linear
T :V — V, o polinémio monico mr(z) de menor grau tal que my(7) = 0

YveV.

Veremos a seguir algumas relacoes entre esses polindmios que decorrem

do Teorema de Cayley-Hamilton.

Corolario 15. O polinomio minimal mr(x) de T' € um divisor do polinomio

caracteristico pr(x) de T.

Demonstracao. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos que pr(7T) = 0,
assim, segue pela definicao do polindomio minimal que degmy < degpr.

Aplicando o algoritmo da divisao, temos que

pr(x) = q(x)my(x) + r(z), com r(x) =0 ou degr < degmy. (1)

Aplicando (1) em 7', temos (7)) = 0. Assim, pela minimalidade de my temos

r = 0 e segue o resultado. O

Corolario 16. Os polinomios caracteristico e minimal de T tém as mesmas

raizes, a menos de multiplicidade.

Demonstracao. Pelo resultado anterior, segue que todas as raizes de my sao
raizes de pr. Desta forma, basta mostrarmos que as raizes de pr sao raizes
de mrp.

Seja A raiz de pr, ou seja, A é autovalor de T e assim sendo existe v € V,

7



Professor Charles Almeida- FORMA CANONICA DE JORDAN-MA719

v # 0 tal que T'(v) = \v. Note que, para cada i > 1, temos T%(v) = \'v e se

m

escrevermos my(x) = E a;x", temos

i=0
0 = me(T)(v)
i=0
i=0
e como v # 0, segue que mp(\) = Z a;\" = 0 e temos o resultado. ]

i=0
A seguir definiremos operadores nilpotentes, pois eles serao a pedra fun-

damental para construgao de formas de Jordan.

Definicao 17. Um operador linear 7' : V' — V é chamado de nilpotente,
se existir um inteiro positivo m, tal que 7™ = 0. O menor indice com esta

propriedade é dito indice de nilpoténcia.

Exemplo 4. Seja T : V — V um operador linear e § uma base de V tal que

a matriz de 1" na base [ é escrita por,

oS = O
_ o O

kXxk.

Tal matriz é nilpotente, com indice (de nilpoténcia) k.

Teorema 18. Sejam T : V. — V um operador linear e V um k-espaco
vetorial de dimensdo finita. Entdao T pode ser decomposto, de maneira unica,

em uma soma direta de um operador nilpotente e um operador invertivel.
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Demonstracao. Temos que
KerTC Ker T>C --- .

Como V é de dimensao finita, estas inclusdes nao podem ser préprias,
logo existe um menor interio k tal que Ker T% = Ker TF*!. Sendo assim,

temos
Ker TF = Ker T", com j =1,2,---

Considerando
H=KerT‘e K=1ImTF"

temos que H N K = {0}, pois se v € H N K entao T*(v) = 0 e existe w € V
tal que T*(w) = v, portanto v = T*(T*(w)) = T?*(w) = T*(w) = 0. pelo
Teorema do Ntcleo e Imagem, temos dim (KerT*)+dim (Im T*) = dim V|
logoV=H&K.

Assim, considere T} = 1|, e 15 =T}, entao T' = T & T5. Observe que:
T, é nilpotente: Se v € H, entdo T*(v) = 0, logo T (v) = T*(v) = 0.
T, é invertivel: Se w € K, entdo existe w’ € V tal que T*(w') = w. Se

Ty(w) = 0, temos
0 = To(w) = To(T*(w')) = T (w') = TH(w') = w.

Portanto, T5 é invertivel. O]

Proposicao 19. Seja T : V. — V um operador linear nilpotente de indice
r > 1, onde V € um k-espago vetorial de dimensao finita. Se vy € V € tal
que T"1(vg) # 0, entdo:

1. X =0 € o dnico autovalor de T'.

2. O conjunto {vo, T(vg),- -+, T" *(vo)} € linearmente independente.

Demonstragao. 1. Se T'(v) = Av, com v # 0, entdo 0 = T™(v) = \*, logo
A=0.

2. Sejam q; € K tais que apvg+a1T(vy)+- -+, 17" (vy) = 0. Suponha

que exista um escalar nao nulo, sem perda de generalidade, seja ag o

9
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primeiro escalar nao nulo. Assim, o T%(vo) + -+ + a1 T" (vy) = 0.

Logo
si1 Qr_1 _
Ts — _ Ts+1 . T 1
(vo) a, (vo) a. (vo)
Os Q1 g
e (S i)

N J/

Portanto, T°(vg) = T*"!(v), para o v descrito acima. Segue que

TT_I(U0> — TT—l—S(TS(,UO)) — T'r—l—s<Ts+1(U)) — TT(U) — O,

uma contradigao, pois 7" !(vy) # 0. Logo nao existe tao escalar nao
nulo e os vetores sao linearmente independentes.
O

Faremos a seguir uma série de observagoes para motivar nosso resultado

principal.

Observacao 20. 1. Suponha que T': V' — V é um operador linear nilpo-
tente de indice m, pela Proposigao 19, sabemos que B = {v, T'(v),--- ,T™ *(v)}
é linearmente independente, para algum v € V. Se dim,. V = m o con-
junto B formara uma base de V e a matriz de T' com relagao a esta

base sera do tipo

00 00
10 00
Tz=| 0 1 00
00 0 10

mxXm.

2. Suponha agora que pr(z) = (x — )", dai, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton, teremos pr(T) = (T — AMd)" = 0 e, portanto o operador

linear (7" — AId) serd nilpotente. Se seu indice de nilpoténcia for n

10
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entao, pela observacao acima, existird uma base B de V, tal que a

matriz de (T — A d) com relagao a esta base serd da forma

0
1
01 0 --- 00 = [T —\d|s
00 O 1 0 e
— [T]s - AId]s.
Logo,
A0 0 0
A
Ts=| 0 1
o0 0 --- 1 A
nxn.

As observagoes acima, nos servem de justificativa para a proxima de-
finigao, ja que as matrizes mostradas acima servirao como blocos de matrizes

de operadores mais gerais.

Definigao 21. Chamamos de bloco de Jordan r xr em A, a matriz J.(\) €
M., (k) que tem A em toda diagonal principal e 1 em toda diagonal abaixo da

principal, ou seja, é a matriz do tipo

A0 0

1 A 0
JA=]0 1 A

00 0 -~ 1 X

TXT.

Definicao 22. Uma matriz J € M, (k) é dita matrix de Jordan se J
é formada por blocos de Jordan J,, (A1), Jn,(A2), -+ Jn.(As), colocados sob
forma diagonal da seguinte forma:

11
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Ju) 0 0
P RS 0
0 0 o Ju(\)

J também é denotada por J,,, (A1) ® Jpy(A2) B -+ B Ju (Ns).
O seguinte Lemma sera 1til no que se segue.

Lema 23. Seja T : V — V' um operador linear nilpotente de indice m > 1,
onde V' € um k-espaco vetorial de dimensao finita. Se v € V € tal que
T 1(v) # 0, entao:

1. Existe um subespaco T-invariante W de V tal que V = U & W, onde
U= (v,T(v), -, T™ 1 (v)).

2. A restrigao T}, : W — W é um operador nilpotente, com indice de

nilpoténcia m’ < m.

Teorema 24. Seja T :'V — V um operador linear nilpotente com indice de
nilpoténcia m > 1, onde V' é um k-espago vetorial de dimensao finita. Entao

existem numeros positivos t,my, mso, -+ ,my € vetores vy, --- , vy € V tais que
Lm=mg>my > >my.

2. 0 conjunto B = {v;,T(vy), -+, T™ vy), -+ v, T(vg), -+, T™ Hvy) }

¢ uma base de V.
3. T™i(v;) =0, para cada i =1,--- ,t.

Demonstragdo. Como T™™ # 0, existe v; € V tal que T™ (vy) # 0, pelo
Lema 19, 81 = {v1,T(v1), -+, T™ ' (v1)} é LL. Seja Wi =< 31 >, como W é
T—invariante, segue pelo Lema 23, segue que existe W3 C V T'—invariante,
tal que V. =W, ©W;. Facam; =m, e Ty =T|w;. E claro que T} é nilpotente
com indice de nilpoténcia my < my. Repetindo o argumento, anterior, temos
que existem vy € W3, vy # 0 tal que Bo = {9, T(v3), -+, T™ Y(vy)} é LI,
e Wi C Wi tal que Wy = Wy & Wi com Wy =< 55 >. Repetindo este

procedimento, como dim, V' < oo, chega-se aos valores t,mq, -+, m;. O

12
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Para um operador linear nilpotente T": V' — V', sejam t,mq,--- ;m; e B
como no Teorema 24. Entao a matriz de T na base B é formada por blocos

de ordem m; X m; associados ao autovalor 0, do tipo

0
1
sz(o): 0
00 O 10
mi XMmy;,
ou seja, [Tz serd da forma
T (0) 0 0
0 Jpy(0) 0
0 0 o J(0)

Agora nos utilizaremos dos resultados ja enunciados e demonstrados, para
construir o principal objetivo destas notas, a chamada forma (canénica)
de Jordan.

Teorema 25. Seja T : V — V um operador linear, onde V' € um k-espaco
vetorial de dimensdo finita, tal que pr(x) = (x — A\)™ -+ (x — \.)™", com
m; > 1 eX # )\, sei # j. Entao, exitem subespagos U; C V, tais que
V=U®---&U,., onde

1. dzm,{ Uz =m;,
2. o subespaco U; € T-invariante,
5. a restrigao (NI —T)y, € nilpotente.

Demonstragao. Seja T : V' — V um operador linear tal que pr(z) = (z —
M) (= A1), omy > 1 e Ny # )\ sempre que ¢ # j. Para cada
i =1,---,r, considere T; = \;I — T, pelo Teorema 18 existem U;, W/ C V

T;—invariantes, tais que 7; é nilpotente em Uj; e invertivel em W/. Segue do

13
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10iii) que U; e Wy sao T' invariantes. Considere T'|y, : U; — U; e Ty : Wi —

W;. Pelo Teorema 11, segue que pr(z) = pry, (¢).pry,,, (). Temos entao:

1. \; é o tnico autovalor de T|y,. Pois como \;/d — T é nilpotente em
U;, e pela Proposi¢ao 19 seu tnico autovalor ¢ o 0. Logo \; é tnico

autovalor de T'|y,.

2. i nao é autovalor de T'|yy,. Pois pela Proposicao 18 A;Id—T' é invertivel
em W,/.

De 1. e 2. segue que pry, (¥) = (z — A;)™ e pela definigio de polinomio
caracteristico segue que dimU; = m; e que U;N{U; + -+ U1+ Ujy1 + -+ -+
U.} = {0},

Como dimV = 2221 dim U;, segue que V = U, + -+ U,, e como U; N
{Uy®--- & U,} = {0}, segue que a soma ¢ direta, isto &,

V=U,® --aoU,.

Podemos agora demonstrar o resultado principal destas notas.

Teorema 26. Sejam T : V. — V um operador linear e V. um k—espaco
vetorial de dimensao finita, com k um corpo algébricamente fechado. Entao,

existe B base de V' tal que [T|g € uma matriz de Jordan.

Demonstragao. Seja T : V. — V., com pr(z) = (x — A\)™ -+ (x — \)™
seu polinomio caracteristico, com A; # A;. Pelo teorema anterior, existem
U cV,talqueV=U & --- P U, onde U; é T—invariante, e \;,J — T é

nilpotente em U;. Segue do Teorema 24 e das observagoes que precedem o

Teorema 25 que existem B; base de U;, e inteiros positivos my 4, -+, my; tais
que
Ty (Ni) 0 0
0 JmQ’i(/\i) 0
T]s = . :
0 0 T (M)
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ComoV=U; ®---PU,, temos que B =B, UByU---B, é uma base de

V e [T]g é uma matriz de Jordan. O

Observacao 27. Nas condicoes do teorema anterior, note que se B’ é outra
base de V tal que [T]p ¢é uma matriz de Jordan, entdo [Tz e [T]|p s@o
semelhantes. Ou seja, a forma de Jordan de um operador existe e é tnica a

menos de conjugacao.

Exemplo 5. A observagao anterior nos permite por exemplo classificar TO-
DAS as matrizes em M, (k), com r algébricamente fechado, a menos de
conjugacao. Por exemplo, se n =2, e M € My(k) entdo M é semelhante a

umas das seguintes matrizes.

A1 O
1. ! . Com A\ e \y em k.
0 Ae

A1
2. ! . Com \; em K.
0 N
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