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1 Corpos finitos

Os corpos finitos sao fundamentais em varias dareas da matematica e da
ciéncia da computacao, incluindo teoria dos numeros, geometria algébrica,
teoria de Galois, geometria finita, criptografia e teoria de codificacao.

Nosso objetivo nessas notas sera definir e caracterizar os corpos finitos.

Relembraremos o seguinte:

Exemplo 1. O anel F, = Z/Z, é um corpo finito. De fato, os elementos
em Z/7Z, sao os inteiros resto da divisao por p {0,---,p — 1}, é claro que
Z]Z, é um anel comutativo com unidade, e seja a € Z/Z,, vamos provar
que a admite inverso multiplicativo. Pelo pequeno teorema de Fermat temos
que para todo a € Z/Z,, vale que a?~' =1 (em Z/Z,). Assim, a.a? > =1e
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portanto a=! = aP~2. Assim, Z/Z, ¢ um corpo, que denotaremos por F,,.

Em um corpo finito F', para todo elemento a € F, existira m € Z positivo,

tal que m.a ;= a+---+a = 0. Isto motiva a seguinte definigao.
—_——

m vezes
Definicao 1. Seja F' um corpo. Chamamos de caracteristica de F o
menor inteiro m tal que m.a = 0 para todo a € F, e denotamos char(F)
= m. Caso este inteiro nao exista diremos que F' possui caracteristica zero,

e escreveremos char(F) = 0.

Nosso objetivo serda entender quais os possiveis valores para a carac-
teristica de um corpo, para isso vamos investigar a relacao do anel dos inteiros
com corpos. Seja F' um corpo. Considere o homomorfismo f : Z — F' tal que
f(n)=nlpg. E claro que f é um homomorfismo e temos duas possiblidades:

Caso 1: f é injetivo Neste caso Z pode ser mergulhado em F, e Q
também pode ser mergulhado em F'. De tado, defina g : Q — F tal que
g(%) = f(a)f(b)~L. E claro que ¢ é injetivo, e portanto Q pode ser mergu-
lhado em F'. Veremos agora que Char(F') = 0. De fato, como Q é subcorpo
de F' segue que nao existe inteiro tal que n tal que n.1p = 0, e portanto
Char(F') = 0.

Caso 2: f nao é injetivo Neste caso, ker f é um ideal de Z e como Z

¢ dominio de ideais principais, segue que existe m € Z tal que ker f = (m).
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Vamos ver que m é um nimero primo. De fato, suponha que existam a,b € Z
tal que m = ab. Assim, 0 = f(m) = f(a)f(b) em F, logo f(a) = 0 ou
f(b) =0, sem perda de generalidade suponha f(a) = 0. Assim a € (m), logo
m divide a logo m < a e como m = ab segue que m > a, entao a = m, e
b = 1, e portanto m é primo. Veremos agora que Char(F) = m. De fato,
seja n = char(F'). Por definicdo n.1p = 0 e assim n € ker f = (m) assim
m/n, como m.1p = 0, temos pela minimalidade de char(F') que m = n.

Isto mostra em particular que a caracteristica de um corpo ou é zero, ou
é prima.

Assim temos o seguinte resultado.

Teorema 2. Seja F' um corpo. Entao a caracteristica de F € zero, e neste
caso Q C F, ou € um numero primo e neste caso ¥, C F'. Em particular, se

F é um corpo finito, entdo char(F) = p, para algum primo p.

Nosso proximo objetivo serd estudar quais os possiveis nimero de elemen-
tos que um corpo finito possui. Para isso, precisaremos da noc¢ao de extensao

de corpos.

Teorema 3. Sejam F um corpo finito, e p um nimero primo tal que p =

char(F'). Entdo |F| = p™ para algum n inteiro positivo.

Demonstracao. Seja F' um corpo finito. Temos que existe p um nimero
primo, tal que p = char(F'). Além disso temos que F|F, é uma extensao de
corpos, e daf segue que dimp, ' = [F : F,|. Seja n := |F : Fp| = dimg, F.
Como F' ¢ um conjunto de cardinalidade finita, a dimensao n de F' sobre IF,
¢ finita. Se {v1,...,v,} é uma base de F' sobre F, entdao todo elemento de F
pode ser escrito de maneira inica como a;vy + ... +a,v, com ay, - -+, a, € F,.

Como existem exatamente p escolhas para todo a; segue que |F| =p". O

Em particular, por exemplo, ndo existem corpos de cardinalidade 12 (pois
12 nao é uma poténcia de um primo).

A proxima pergunta natural que gostariamos de responder é a seguinte,
dados p um nimero primo, e n um nimero inteiro positivo, é possivel cons-

truir um corpo com p" elementos?
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Nossa ideia para construir um corpo com p" elementos sera realizé-lo

como corpo de adjuncao de alguns elementos.

Teorema 4. Sejam p um primo en > 1. Entao existe um corpo Fpn com p"

elementos.

Demonstragao. Seja ]I‘Tp o fecho algebrico de IF,. Considere o conjunto
Fpn = {x €F,: 2" = x}

. Vamos mostrar que F,» é um corpo. Para verificar isso, os pontos essen-
ciais a se checar sao se F,» é fechado sob multiplicacao, adicao e inversa

multiplicativa;

e Adigdo: Sejam z,y € F,n. Entao (z+y)?" = x+y pelo teorema “sonho

do estudante” (Lembre que 2" =z e que y*" = y.

e Multiplicagdo: Sejam z,y € Fyn. Entdo (zy)?" = zy isto é claro pela

comutatividade de ]FTO.

e Inverso multiplicativo: Seja x € F,n. Vamos mostrar que z~!

1

(que
existe em F, ) estd em Fpn. Mas como (271" = (27")7! = 27! Para
ver que F,» possui p" elementos, note que [F,» foi construido de modo
a ser o conjunto das raizes de f(t) = ¢*" —t. Como f'(t) = —1 em Fn,

segue que f(¢) ndo possui raizes repetidas, logo, |Fyn| = p™

]

A préxima pergunta que gostariamos de responder é a seguinte, se F' é

outro corpo com p" elementos qual a relacao de F' e [Fyn?
Teorema 5. Quaisquer dois corpos de ordem p" sao isomorfos

Demonstragao. Seja F' um corpo com p" elementos. Entao F|F, é uma ex-
tensao finita de corpos. Seja E o fecho algebrico de IF,, entao E também
é um fecho algébrico para F. Seja ¢F — F, um homomorfismo de corpos,
Afirmacao : ¢(F) C Fyn
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Para isso é suficiente mostrar que o(z)?" = p(z) para todo x € F, mas
entdo é suficiente mostar que z?" = z para todo z € F. A igualdade é

1 — 1. Mas como

6bvia se = 0. Para x # 0, queremos mostrar que P~
F* := F\ {0} é um grupo abeliano multiplicativo de ordem p — 1, temos
pelo Teorema de Lagrange que a ordem de qualquer elemente de F* divide a
ordem de F™* que é p — 1. Assim para todo z € F* existe m tal que 2™ =1
e m/p" — 1, logo 27"~ = 1. E portanto ¢(F) C Fpn. Logo ¢ : F — Fyn
¢ um homomorfismo injetivo, e como |F| = |F,n| = p”, segue que ¢ é um

isomorfismo. O

Pergunta: Voceé consegue pensar em um corpo de caracteristica positiva
que seja infinito? Dica: Corpos algebricamente fechados podem ser finitos?
Se nao, qual é a caracteristica do fecho algébrico de um corpo de caracteristica

positiva?



