Extensoes algébricas, corpos de raizes, extensoes normais

Corpos, Extensoes Algébricas e Transcendentes, e Cor-

pos de Decomposicao

A partir dessa semana, nosso objetivo sera estudar extensoes de corpos,

como o objetivo de entender as raizes de polinomios definidas neles.

Definicao 1. Seja F' um corpo. Dizemos que K C F' é um subcorpo de
F, se K é um corpo com a restricao das operacoes de F. Dizemos também,
neste caso, que F' é uma extensao (de corpo) de K.

Notagao: F|K.

Exemplo 1. C|R e R|Q sao extensbes de corpos.

Dada uma extensao F|K, observe que F' pode ser visto como um K-

espago vetorial.

Definigao 2. O grau de uma extensao F'| K, denotado por [F : K], é definido
por [F: K] := dimg(F).

Definicao 3. Se [F': K| =n < oo dizemos que F|K é uma extensao finita

de grau n. Caso contrario, F'|K é dita extensao infinita.
Observe que [F : K] =1 se, e somente se,F' = K.

Exemplo 2. C|R é um extensdo finita de grau 2 e R|Q é uma extensao

infinta.

Teorema 4. Sejam F|K e K|L extensoes. Entio [F: L] = [F : K|[K : LJ.
Além disso, F|L € finita se, e somente se, F|K e K|L sao finitas.

Demonstracao. Sejam o uma base de F' sobre K e [ uma base de K sobre
L.
Passo 1: v = {a;0; | a; € o, ; € B gera F' como espaco vetorial sobre L.

Primeiramente, observe que se v € F', entao
v o= 5 a; 0 com a; € K

= ZZ: Z bijaiﬁj com bij € L.
i 7
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Logo, v gera F' sobre L.
Passo 2: vy ={w;f; | &; € a, B; € B} é L.L.

De fato, se Z Zbijoziﬁj = 0, com b;; € L, temos

7 %
0= ZZbijai/Bj = chai, com ¢; = Zbijﬁj € K.
Jj i i J

Como « é base temos ¢; = 0, para todo 7. Assim 0 = ¢; = Zbljﬁj. E
J

como f3 é base segue que b;; = 0, para todo ¢ e para todo j. E portanto, 7y ¢
base de F' sobre L.

Passo 3: F|L é finita se, e somente se, F|K e K|L sao finitas.

Como cardinalidade de v é dada pelo produto das cardinalidades de a e

B, segue que

[F': L] = #y = (#a)(#8) = [F : K][K : L]. (1)

Por fim, pela equagao (1) se uma das extensoes ¢ finita, as outras duas

também sao. U

Na situagao do Teorema 4 temos L C K C F', neste caso, L C K C F ¢é
chamada torre de extensoes de corpos e K é dito corpo intermediario

da extensao F'|L.
Exemplo 3. R é corpo intermedidrio da extensao C|Q.

Definicao 5. Um elemento o em alguma extensao do corpo F' é dito algébrico
se existe um polinomio nao nulo f € F[x] tal que f(a) = 0. Se « nao é

algébrico sobre F', dizemos que « é transcendente sobre F'.
Exemplo 4. 1. v/2 é algébrico sobre Q.
2. 7 é trancendente sobre Q, mas é algébrico sobre R.

Definigao 6. Seja F|K uma extensao. Se todo elemento de F' é algébrico

sobre K, dizemos que a extensao é algébrica.
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Teorema 7. Se F|K é uma extensdo finita, entio F|K ¢é algébrica.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que todos os elementos de F' sao algébricos
sobre K.

1. Se a € K, entdo « é algébrico sobre K, uma vez que é raiz de p(x) =
r—ac Kz .

2. Sea € F\ K. Sejan =dimg(F) =n. Os vetores 1,a,a? -+ ,a" € F
sao n + 1 vetores em um espaco de dimencao n, logo sao linearmente
dependentes. Sendo assim, existem [y, 81, , 5, € K, nao necessari-

amente todos nulos, tais que
Bo+ Pra+ -+ fra” =0,

ou seja, a é raiz do polindémio nao nulo f(X) = Bo+ frz+-- -+ B2 €

K|[z] e portanto « é algébrico sobre K.
O]

Observagao 8. Note que em uma extensao F|K, se o € F é algébrico
sobre K, entao existe p € K|[z] tal que p(a) = 0, mas para qualquer outro
polinémio g € K|z| tal que p divide g temos g(a) = 0. A definigdo a seguir

nos auxilia & associar um tnico polinémio p € K[x] a a.

Definicao 9. Seja « algébrico sobre K. O polindémio irredutivel minimal
de a sobre F' é o polindbmio moénico, irredutivel de K[z] que possui o como
raiz.

Notacao: irr(o, K), min(a, K) ou ainda p, k().
Proposicao 10. p,,/x(x) existe e € tnico.

Demonstragao. Se a é algébrico sobre K, por defini¢ao existe f(z) € K|z],
tal que f(a) = 0. Se f ndo é monico, irredutivel e minimal, considere
p € KJz| o fator monico e irredutivel de f tal que p(a) = 0. Se existem
outros polindémios em K[z] com tais propriedades, tome h € K|[z| para ser o

de menor grau dentre eles. Aplicando o algoritmo da divisao, temos:
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p(x) = h(z)q(x) +r(x), com r =0 ou degr < degh.

Aplicando em «, segue que r(«) = 0, pela minimalidade de h segue que
r = 0. Logo pela irredutibilidade de p segue que p(x) = h(z). E segue a

unicidade. O
Exemplo 5. p 5 ,q(2) = 2° — 2.

Teorema 11. Seja o algébrico sobre K e sejan o grau de po/k(x). Entdo

o espago vetorial gerado sobre K por {1,a,--- ,a™ '} é um corpo.

Demonstracao. Basta mostrarmos que L, o espaco vetorial gerado sobre K

por {1,a,---,a" '} é corpo. Considere o homomorfismo de anéis dado por
¢:Klx] - L
f@) = fla).

PASSO 1: ¢ esta bem definido.

Utilizando o algoritmo da divisao, temos f(z) = pa/k (x)q(x) +r(z), com

degr <n —1. Logo f(«a) = r(a), pois Pa/K(Oé) = 0.

PASSO 2: ¢ é sobrejetiva.
Sejav € L, v =Y v;a’. Considere > vz’ € K|z].

PASSO 3: Kery = (po/x(x)).
Temos entao, Ker ¢ = {f € K|z]| f(a) = 0}, logo pa/x € Ker . Aplicando

o algoritmo da divisao a qualquer outro g € Ker ¢ e p,/k, temos
9(z) = pa/rq(z) +r(z), comr =0 ou degr < degpa /K.

Aplicando em a, segue que r(c) = 0, e pela minimalidade de p,/x segue que

r =0. Logo Ker ¢ = <pa/K>'

PASSO 4: L é corpo.
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Como (pa/K> ¢ ideal maximal, uma vez que p,/x ¢ irredutivel. Temos
que K[z]/Ker ¢ é corpo.
Pelo teorema do isomorfismo, temos K[z|/Ker ¢ ~ Im ¢ = L e segue o
resultado. O

O corpo dado pelo Teorema 11 é o "menor” corpo que contém K e «, tal
corpo é denotado por K (), i.e. ndo existe um corpo L que contenha «, tal
que K C L C K(a). O corpo K(«) é denominado corpo de adjungao por

.
Corolério 12. [K(a): K| =n

Demonstragdo. Primeiramente vamos mostrar que B = {l,a,--- ,a""'} é
L.I.. De fato, se B nao é L.I., entao existem ag, - ,a,_1 € K nao todos
nulos tais que ag +aja + - - - + a,_1a""1 = 0, ou seja, existiria um polinémio
f(z) = ag + a1z + -+ + ap_12" !, do qual « é raiz, com deg f < n o que
contraria a minimalidade de p,/ k.

]

Sejam « e 3 algébricos sobre K, entdo 3 é algébrico sobre K (a) e K (a)(5)

é o "menor” corpo que contém K, a e . Além disso, pelo Teorema 4, temos

De maneira andloga, obtemos K(f3)(«), que também é o "menor” corpo
que contém K, a e (3, ou seja, K(«)(5) = K(5)(«) e por simplicidade deno-

taremos tal corpo por K(a«, f3).

Indutivamente se ay, - - - , ;- s20 algébricos sobre K, obtemos o corpo K (o, - - -

denominado corpo obtido por adjuncao de a4, --- ,«a, a K. E novamente

pelo Teorema 4, temos
[K(ay, - ,0p) : K] = [K(ag, - ,a.) : K(ag, - ,a,-1)] - [K(aq) : K.

Formalizando temos o seguinte resultado.

aar)
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Proposicao 13. Se ay,---,q, sdao elementos algébricos sobre K, entao

K(ay, - ,a.)|K € finita e algébrica. Além disso,
[K(aq, - ,0p): K] = [K(ag, -+ ,q,) : K(ag, - ,a,1)] - [K(aq) : K].

Exemplo 6. Considere Q e os nimeros i e v/3. Vamos determinar o corpo

de adjuncao Q(4,v/3). Por Teorema 11 e Proposicio 13, temos

[Q(i,v3) : Q] = [Q(4, V3) : Q(V3)][Q(V3) : Q).

Como p.j3,o(2) = * — 3, temos
Q(V3) ={ao+av3 | a; € Q} e [Q(V3): Q] = 2.
E ainda, como p, g3 () = 2> + 1, temos
Q(i, V3) = {bo +bii | b € Q(V3)} ¢ [Q(;, V3) : Q(V3)] = 2.
Portanto,
Q(i, V3) = {co + c1i + c2V3 + c3iV3 | ¢ € Q} e [Q(i, V3) : Q] = 4.

Observacao 14. Q(i,v/3) # Q(iv/3). De fato, Pivag(r) = 2 + 3, logo
temos

Q(iV3) = {do + d1iV/3 | d; € Q} e [Q(iV3) : Q] = 2.

Dado um corpo K, veremos a seguir tipos de extensoes relacionadas a

decomposicao de polinémios de K|z].

Teorema 15 (Kronecker). Sejam K um corpo e f € K|x] um polindmio de

grau > 1. Entao, existe uma extensio K C L onde [ possui uma raiz.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que f é irre-

K
dutivel. Neste caso, o ideal (f) é maximal e ' = (][f)j] é corpo.
K — E
Considerando a injegao canonica ! ,sejam S = E\i(K) e
a — a+(f)
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L = K| |S. Vamos mostrar L é corpo.
t, teS

De fato considere ¢ : L — E, tal que o(t) =
v aue 2 (f) {z’(t), te K.

Observe que ¢ é bijetiva. Logo, dados ¢, € L definimos:
o t+t' =7 (p(t) +o(t);
o t-t':= 7 (p(t) - o(t)).

Com tais operacoes, ¢ facil ver que L é corpo, com K C L. Por fim, seja

a € L, tal que a = ¢~ (z + (f)), temos a € S e segue que

fla)y="f

Logo, a é uma raiz de f em L.
O

Definicao 16. Sejam K é um corpo e A = { f; };c; uma familia de polinémios
em K[z], todos de grau > 1. Um corpo L contendo K ¢é dito corpo de

decomposicao dessa familia se todo polinémio f; € A possui todas as raizes.

Seja L|K uma extensao de corpos e A = {f;};e; uma familia de po-
linémios em K[z|. Seja Z o conjunto de TODAS as raizes dos polinémios
em A, e suponha que Z C L. Podemos definir K(Z) como o menor corpo de
L que contém Z (tome a interse¢do de todos os subcorpos de L que contém

7). E f4cil ver que K (Z) é corpo de decomposigao de A.

Exemplo 7. Tomando a familia A = {f} constituida por um unico po-
linomio f(z). Entdo, se {ai, - ,a,} s@o as raizes de f em L o corpo
dado pela aplicagao do Teorema de Kronecker iteradas vezes, entao L =

K(aq,--+ ,ay). Neste caso, L é dito corpo de decomposigao de f.
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Nossa proxima pergunta € a seguinte: Serd que é possivel encontrar uma
extensao de corpo K, onde todos os polindmios com coeficientes em K ad-

mitem todas as raizes?
Exemplo 8. E claro que Q(v/2) é corpo de decomposicio de f(z) = x2 — 2.
Definicao 17. Seja K um corpo.

1. K é algebricamente fechado se todo polinomio f € K|x] de grau

> 1 possui uma raiz em K.

2. Um corpo L é dito um fecho algébrico para K se K C L é uma

extensdo algébrica e L é algebricamente fechado. Notagao: L = K.
E possivel mostrar que todo corpo F' possui fecho algébrico.

Teorema 18. Seja F' um corpo. Entao, existe uma extensdao de corpos F' C

L, com L algébricamente fechado.

Se v e 3 s@o duas raizes de um polinémio irredutivel f € Klx], o Teorema

de 15 garante que os corpos K (a) e K () sao isomorfos, pois ambos isomorfos
Kz]

(f)

a0 corpo quociente Como veremos a seguir, de maneira mais geral

temos o seguinte:
1. dois corpos de decomposigao de um polinémio f € K[z] sao isomorfos;
2. dois fechos algébricos de um corpo K também sao isomorfos.

Para demonstrar tais fatos vamos relembrar alguns fatos a cerca de ho-
momorfismo de corpos.

Sejam F' e L corpos e o : F' — L um homomorfismo, como ker(o) ¢ um
ideal de F' temos que o ¢ o homomorfismo nulo ou ¢ é necessariamente injetor.
Suporemos, daqui em diante, que homomorfismos de corpos sao sempre nao

nulos.

Lema 19. Seja K C L uma extesio de corpos. Se 7 : L — L é um homo-
morfismo de corpos cuja restricao o K € a identidade (dizemos que T é um

K-morfismo), entio 7 € isomorfismo.
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Demonstragao. Primeiramente observe que uma vez que 7 é K-morfismo,
dados g € Klz| e a € L, temos 7(g(a)) = g(7()), ou seja, 7 ”comuta’ com
os polindomios em K[z].

Dado f € L um elemento qualquer, seja p(z) = pg/k(x). Considere o con-
junto R = {«a € L | p(a) = 0}, temos R # (), pois S € R e 7(R) C R. Como
R é finito e 7 é injetora, temos 7(R) = R, logo existe v € R tal que 7(y) = [,

0 que prova o lema. O

Observacao 20. Nas condi¢oes do lemma anterior, observe que se L for um
corpo de decomposi¢ao de f € Klz|, entao um isomorfismo 7 : L — L é,
essencialmente, uma permutacao das raizes de f.
No entanto, nem toda permutacao das raizes estd associada a um isomor-
fismo. Por exemplo, seja K = Q e f(z) = 2* — 2? — 1 € Q[z], cujas raizes
sao:

1++/5 1—+/5

9 , Qg = —0, (i3 =

Se algum isomorfismo 7 : L — L induzisse a permutagao (asag), entao

o] =

0 =7(a; + az) = a1 + as, o que é absurdo.

Proposicao 21. Sejam K C F uma extensao algébrica e o : K — L um
homomorfismo de corpos, com L algébricamente fechado. Se F = K(a),
entao existe um homomorfismo de corpos 7 : F — L, tal que 7| = 0. O

homomorfismo T € dito uma extensao de o.

Demonstragdo. Seja p(x) = pa/rx(x). Denotaremos por f7 € L[z] o po-
linbmio obtido pela aplicagao de o coeficiente a coeficiente. Como L é
algébricamente fechado, existe § € L raiz de p° € L[z]. Vamos definir
o homomorfismo de corpos 7 : K(a) — L, por 7(g9(a)) = ¢°(B), onde
g(x) € Kz].

Temos 7 bem definida, pois se g(a) = h(«) para algum h(z) € K[z], entdo
« é raiz de t(z) = g(x) — h(x). Portanto, p divide ¢ e por conseguinte, p”
divide t°.

Por fim, observe que 7|x = o, e segue o resultado. O

De maneira geral, é possivel provar o seguinte resultado.
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Teorema 22. Sejam K C F wma extensao algébrica e 0 : K — L um
homomorfismo de corpos, com L algébricamente fechado. FEntdo existe um

homomorfismo de corpos T : F' — L, tal que 7|k = 0.
Como toda extensao finita é algébrica, temos:

Corolario 23. Sejam K C F wuma extensao finita e 0 : K — L um ho-
momorfismo de corpos, com L algébricamente fechado. Entao existe T uma

ertensao de o.
Ainda como consequéncia do Teorema 22, temos:
Teorema 24. Quaisquer dois fechos algébricos de um corpo K sdo isomorfos.

Demonstracdo. Sejam K e K’ dois fechos algébricos de K. Logo, por de-
finicio, K C K ¢é algébrica. Considere a inclusdo i : K — K/, pelo Teorema
22, temos que existe um homomorfismo 7 : K — K tal que 7|k =i. Vamos
mostrar que 7 é sobrejetivo e portanto um isomorfismo.

Dado 8 € F/, seja p(x) = pg/x € Klz], com degp = n. Em K temos

p(r) =(x —oq)--- (r — ). Logo, para cada «;, temos

—
0 =7(p(ey)) = p(r(;)) € K.

Logo, 7(«;) é raiz de p em F/, para todo j. Assim, todas as raizes de p(x) sao

da forma 7(a;). Em particular, como g ¢ raiz de p(z), temos que 7(a;) = 3,

para algum j, o que conclui nossa demonstragao. O]

Teorema 25. Sejam K é um corpo e [ € Klz|, de grau maior igual a 1.

Quaisquer dois corpos de decomposicao de f sao isomorfos.

Demonstragao. Sejam K(aq, -+ ,ay), K(B1, -+, B,) dois corpos de decom-
posicao de f e sejam K e K5 os fechos algébricos de K em que eles estao con-
tidos, respectivamente. Pelo Teorema 24 existe um isomorfismo ¢ : K7 — Ko,
segue que 0 = ¢(f(a)) = f(p(a;)) para cada i, ou seja, p(q;) é raiz de f
em K5. Como ¢ é isomorfismo, reordenando se necessario, temos ¢(«o;) = G;
para cada i. Portanto, ¢|x(ay . ,an) @ K01, -+, 00) = K(B1, -+, f,) é um

isomorfismo.
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Exercicios

1. Prove que R|Q é uma extensao infinita de corpos. (Dica: Se fosse finita,

o que poderiamos dizer sobre a cardinalidade de R?)
2. Prove que Q[i] ~ Q(4).

3. Considere S := {a+b\/§—|—b\/§ a,bce Q} CReT = {a+b\/§+
bV/3 + V6, a,b,c € Q} C R. Mostre que S ndo possui estrutura de
corpo com as operacoes induzidas de R, mas que 71" possui tal estrutura.

Adicionalmente, calcule a dimensao de 1" como Q—espaco vetorial.

4. Calcule o grau da extensiao Q(v/2,v/3)|Q. Existe uma relacio entre
Q(\/i, \/§) e T do exercicio anterior?

5. Podem existir corpos K, L, M taisque Q C K C M eQ C L C M tais
que [K:Q]=3,[L:Q=4,[M:L=5e[M:K|=T7

6. Prove que v/3 nao estd contido em Q(v/3).

7. Seja E|K um extensao de corpos, e € F um elemento trasncendente.

Prove que K|x] ~ K[f], como anéis.
8. Determine quais extensoes a seguinte nos dao corpos de decomposicao.

a) Q C C para o polinomio z% + 1 € Q[z].
b) Q € QV2].
¢) Q C Q[iv/5] para o polinomio 2* — 5.
9. Prove que os polindmios (z? —2x—2)(z?+1) e z° — 32> + 2% — 3 possuem

corpos de decomposicao isomorfos sobre Q. Calcule o grau da extensao

do corpo de decomposicao e Q.
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