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RESULTADOS IMPORTANTES
1. GRUPOS SIMETRICOS

Defini¢éio 1.1 (Grupos Simétricos). Temos que o conjunto de todas as possiveis permutacdes de um grupo finito G, em que |G| = n, serd o

grupo simétrico Sy.

Definicao 1.2 (k-ciclos). Diremos que ¢ € S,, é um k-ciclo se:
1- Existe uma sequéncia (i1, iy,i3,...,iy) tal que 6" (iy) = iy1 para 0 < w < k— 1 com 6*(i1) = i tal que i, # iy, V1 <x<y<k;
2- Para j # i,V 1 <x < kvale que o(j) = j.

Proposicao 1.1. Todo elemento de S, pode ser escrito como uma composigdo de ciclos disjuntos.
Proposicao 1.2. Todo k-ciclo de S, pode ser escrito como uma composi¢do de transposicoes
Corolario 1.1. Toda permutagdo pode ser escrita como uma composi¢do de transposicoes
Lema 1.1. Para uma permutagdo p € S,, dada por:

p= (i11 i12 ... ilxl)o(iZI ) ... i2x2)0 O(itl i ... itx,)

Em que x; > xy > ... > x;.
1) Se 6 €S, entdo a permutacdo cpo " tem a seguinte decomposicdo em ciclos disjuntos:

opo" = (0(in) 6(i12) .. 6(i12)))(0(i21) 6(i22)) .. (i) . (6(ir) (i) . i)

Ou seja, as permutagées p e 6pG " tém o mesmo tipo de decomposicdo.

2) Se p,p’ €S, sdo permutacées com o mesmo tipo de decomposicdo, entdo existe & € Sy, tal que p' = opo—\.

2. GRUPOS ALTERNADOS

Definicao 2.1 (Paridade de uma permutagdo). Uma permutagdo é denominada par se é decomposta em um niimero par de transposicoes.

De modo andlogo, uma permutacdo é impar se é decomposta em um niimero impar de transposicoes.
Definicao 2.2 (Grupos Alternados). O grupo alternado A,, é o grupo que contém todas as permutacéoes pares de S,.
Proposicio 2.1. Vale que |A,| = ”7' paran > 2.
Proposicao 2.2. Todo elemento de A, é um produto de 3-ciclos.

Teorema 2.1. A4 ndo admite elemento de ordem 6.

3. GRUPOS DIEDRAIS

Defini¢ao 3.1 (Grupos diedrais). O grupo diedral D,, é o niimero de simetrias de um n-dgono regular. Composto de rotagées r e reflexdes s

em que r'* =1d, s2=Idesrs=r"1.

Proposicio 3.1. Calcule a ordem de D, e verifique que os elementos do grupo D, serdo { 1d , r, r>, ..., ¥~ s, sr, sr?, ..., s/ 1}
Proposicao 3.2. Dj é isomorfo a S3.

Teorema 3.1. Para n > 3, vale que D,, ndo é abeliano.
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4. EXERCICIOS RECOMENDADOS

Exercicio 4.1. Prove que os diferentes tipos de composigdo formam uma classe de equivaléncia em que, se dois elementos possuem o mesmo

tipo de composigdo, entdo eles serdo equivalentes.

Exercicio 4.2. Mostre que os seguintes conjuntos sdo conjuntos geradores de S,:

{(12), (13),...,(ln)} e {(12),(12---n)}.

Exercicio 4.3. Seja x1,x3,...,x, € F", onde F é um corpo. Fixe % uma base de F"* como um espago vetorial sobre F e considere a fungcdo
F(x1,.x) =det] 1]z [x2]z - [xu]2 ), onde [xi] % é a matriz horizontal dos coeficientes de x; escrita em termos da base A.

Considere a agdo de S, em F" dada por 6 (f(x1,...,%n)) = f(X5(1), - Xa(n)) as permutagées das coordenadas de f(x1,...,x,) e considere
+1, se 0 é uma permutagdo par,
sgn(0) =
—1, se 0 é uma permutagdo impar.
Mostre que

det[ [x1]z [x2]z ... [z ]| =sgn(o)det] [xo1)]lz [Xo@)]2z - Komlz]-
Exercicio 4.4. Mostre que o subgrupo derivado de S3 é seu subgrupo alternado, ou seja, S5 = As.

Exercicio 4.5. Verifique se cada sentenga abaixo é verdadeira ou falsa, justificando as verdadeiras e dando contra-exemplo para as falsas.
(1) As permutacdes (13)(25) e (12)(345) sdo conjugadas em Ss.
(2) O grupo simétrico S¢ tem 8 classes de conjugagdo.
(3) Os subgrupos {1, (12), (132)}e{l1, (234), (243)} sdo conjugados em S4.
(4) O grupo alternado A, é gerado pelos 3-ciclos da forma (12 k), 3 <k <n.
(5) O grupo alternado A4 é abeliano.
(6) O grupo alternado Ag tem um elemento de ordem 15.

(7) Os dnicos subgrupos normais de S3 sao {1}, Az e S3.
Exercicio 4.6. Prove que o subgrupo das rotagdes de Dy, é isomorfo a Cn, onde C, é o grupo ciclico de tamanho n.
Exercicio 4.7. Se p é um niimero impar, verifique que Z, e D), sdo os linicos grupos de ordem 2p (a menos de isomorfismos)
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