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1 Introducao

Iniciaremos com a contrucao de qualquer segmento cujo comprimento é dado
por um numero racional. Para isso, precisaremos dos seguintes lemas:

Lema 1. Dados uma reta L que passa por A e B, e um ponto C fora dela,
podemos construir uma reta paralela a L que passa por C.

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade vamos considerar A & esquerda de
B. Usando o compasso, tragamos a direita de B o ponto D tal que AB = BD.

A seguir tragamos as seguintes circunferéncias:
e (7 de centro A e raio AC,
e (5 de centro B e raio BC
e (5 de centro D e raio AC.

Seja £ = Cy N C5. Observe que os triangulos AABC e ABDE sao congru-
entes, logo a reta L' = CFE é paralela a L e contém C. O

Lema 2. Dados um segmento de reta AB e um ponto C fora dela, podemos
construir um segmento de reta CD que € paralelo a AB e possui o mesmo
comprimento.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade vamos considerar A a esquerda de
B. Seja L areta que contém A e B. Com o auxilio do Lema 1 construimos a reta
L' paralela & L que passa por C. Tracando a circunferéncia C de centro C' e raio
AB e tomando sua interse¢do com L’ temos dois pontos, D e E. Os segmentos
DC e CE ambos possuem comprimento AB e sdo paralelos a AB. O

Perceba que com apenas estes dois lemas, podemos agora mover segmentos
de reta livremente de um lugar para outro em um mesmo plano. E ainda,
realizar operagdes com os comprimentos destes segmentos, & saber: soma (e
subtragao) e multiplica¢do (e divisdo).

Definicao 1. Dados dois segmentos de reta de comprimento a e b, respectiva-
mente:

e Somar os segmentos a e b significa construir um segmento de reta com
comprimento igual a a + b.

e Subtrair significa construir um segmento de comprimento |a — b|.
e Multiplicar significa construir um segmento de comprimento a - b.
e Dividir significa construir um segmento de comprimento a/b (se b # 0).

Teorema 1. Dados dois segmentos de reta AB e CD com comprimentos a e
b, respectivamente, € possivel com régua e compasso:

1. Somar (a+b) e subtrair (|a — b|) seus comprimentos.



2. Multiplicar (a-b) e dividir (a/b) seus comprimentos.

Demonstragao. Soma e Subtragao:
Seja L a reta que contém AB. Trace:

e [ passando por B e C,
e [ paralela a Ly passando por D,
e [3 paralela a C'D passando por B.

A intersecao Lo N L3 define um ponto E. Com centro em B e raio BE, trace
uma circunferéncia que intercepta L em F e G. Entdo, teremos AG =a+b e
AF = |a —b|

Figura 1: Soma e Subtracao

Multiplicagao e Divisao:
Posicione AB no eixo z (A = (0,0), B = (a,0)) e CD no eixo y (C = (0,0),
D = (0,b)). Para multiplicacao:

e Trace a reta L; ligando D a F = (1,0).
e Trace Ly paralela a Ly passando por B.
o A intersecdo Lo Ny define F' = (0,a - b).

Para divisao, o processo é andlogo, mas ajustando as posicoes iniciais. O



Ly

Figura 2: Multiplicacao e Divisao
Teorema 2. Dado um segmento AB de comprimento a, € possivel construir
um segmento de comprimento \/a com Tégua e compasso.
Demonstra¢do. Construa:
e AC =a+1 (contendo B),
e D como ponto médio de AC,
e Circunferéncia C com centro em D e raio AD.

Trace uma reta perpendicular a AC passando por B, interceptando C em F.
Entdao BE = /a. O

Figura 3: Comprimento y/a com régua e compasso.



2 Conclusao sobre os problemas classicos

2.1 Definigoes e teoremas importantes

A partir do Teorema 1, concluimos que o conjunto X := {a € R : é possivel
construir com régua e compasso um segmento de comprimento a} é um corpo.
Com efeito, o conjunto é fechado para as operagoes de soma/subtragio e de
multiplicacdo. Além disso, como podemos dividir comprimentos, qualquer ele-
mento nao nulo do conjunto possui inverso. Outro ponto é que, do Teorema 2,
tiramos que Va € X : y/a € X. Assim, Q C X.

Definigao 2. Sejam S C X e a € R. Dizemos que a é construtivel em n
passos a partir de S se podemos obter a por meio de n operagoes com régua
e compasso aplicadas sobre elementos de S.

Lema 3. Seja S C X. Se a € X € construtivel em 1 passo a partir de S, entao

[Q(S, @) : Q(9)] < 2.

Demonstragao. Se « é construido a partir de adigao / subtracao ou multiplicacao
/ divisao de elementos de S, entdo a € Q(5) e, assim, Q(S, a) = Q(95) e, logo,
[Q(S, ) : Q(9)] =1 < 2.

Caso contrario, a Unica operagao restante para gerar « é a extracao da raiz
quadrada de algum elemento de S. Assim, 38 € S : a = +/B. Logo, « é raiz do
polinémio p(x) = 22 — B € Q(S5). Dessa forma, [Q(S, @) : Q(9)] = 2. O

Lema 4. Se Sy ¢ o conjunto de numeros reais que podem ser construidos com
até k passos a partir de um segmento de comprimento 1, entao Im € N : [Q(Sk) :

Q| = 2m.

Demonstragao. e Caso base: Se k = 1, entdo, temos que os tinicos elemen-

tos que podem ser contruidos com 1 passo a partir de {1} sdo: 14+ 1 =

21 —-1=0v1=11x1=1;1/1 = 1. Assim, S C Q e, logo,
[Q(51):Ql=1= 2°.

e Passo indutivo: Suponha que [Q(Sk—1) : Q] = 2™. Do Lema anterior,

temos que, para qualquer a € Sk, [Q(Sg—1,a) : Q] < 2. Além disso, como

Sk é um conjunto finito, para cada k existe uma quantidade finita de
elementos ay, ...,a, € Sy — Sk—1. Assim, [Q(Sk) : Q(Sk—1)]

= [Q(Sk—17a17 ~~-7an) : Q(Sk—l)]
= [Q(Sk-1,01, ..., an) : Q(Sk—1,0a1, ..., an-1)]...[Q(Sk—1,0a1) : Q(Sk—1)].
Como o grau de cada adjungao é menor ou igual a 2, temos que [Q(Sk) :

Q] = [Q(Sk) : Q(Sk-1)][Q(Sk_1) : Q] = 212m =24 — N =[+m
O

Teorema 3. Va € R, (a € X = (3N € N:[Q(a) : Q] = 2V))

Demonstragdo. Aplicando o Lema 4, o resultado segue, ja que Q C Q(a) C
Q(Sk) (para algum k € N.) O



2.2 A impossibilidade da duplicagao do cubo

O problema se consiste em: dado um cubo de volume V', podemos construir
um cubo de volume 2V'7?

Sabemos que o volume de um cubo de aresta a é dado por a®. Sem perdade
de generalidade, podemos assumir que V' = 1. Assim, o problema se resume em
mostrar nao existe a € R tal que a® = 2 e a é construtivel, ou seja, /2 nio é
construtivel.

Demonstragao:

Observe que x? — 2 é irredutivel em Q por Eisenstein usando p = 2. Além
disso, V/2 é raiz de 23 — 2, logo Py = 3 — 2.

Desse modo, [Q(+/2) : Q] = 3 e como 3 ndo pode ser fatorado como poténcia
de 2, pelo teorema visto anteriormente, /2 néao é construtivel.

2.3 A impossibilidade da quadratura do circulo

Outro problema cléssico seria a possibilidade de, dado um circulo de raio 7,
conseguimos construir com régua e compasso um quadrado de mesma &area?

Sabemos que a area de um circulo de raio r é w2, ou seja, o problema se
resume em definir se existe um ntimero construtivel a tal que a = 7r-2. Portanto
queremos saber se /7 é construtivel.

Demonstragao:

Sem perda de generalidade, olhemos para o caso em que r = 1. Veja que se
/7 é construtivel, \/m\/m = 7 também é (o conjunto dos construtiveis é fechado
para multiplicagdo). Entretanto, pelo teorema visto anteriormente, existiria
N € N tal que [Q(7) : Q] = 2V, mas, sabemos que 7 é transcendente sobre Q e,
portanto, Q(7) | Q deve ser infinita. Logo, /7 ndo é construtivel.

2.4 A trisseccao do angulo

Queremos agora analisar o problema em que dado um angulo «, conseguimos
determinar com régua e compasso um angulo 5 tal que o = 337

Vejamos, primeiro, que construir um angulo é equivalente a determinar se o
cosseno desse angulo é construtivel analisando a figura de um circilo unitario.
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Figura 4: Circulo unitério

Na imagem percebemos que determinar um angulo 8 é equivalente a de-
terminar um ponto de coordenada (cos(B), sen(3)). Além disso, observe que
marcando um ponto E sobre o eixo x de comprimento cos(8) a partir da origem
e desenhando uma reta perpendicular ao eixo y que cruza esse ponto (ja vimos
que fazer tal reta é possivel). O ponto que essa reta cruza o circulo unitdrio por
cima determina o o ponto (cos(8), sen(5)).

Assim, temos a seguinte equivaléncia:

B é construtivel < cos(/3) é construtivel.

Primeiro observe que existem angulos que podem ser trissectados. Dado
a = 3 temos B = § = F, logo cos(B) = @ Como vimos anterioremente,
sabemos fazer divisoes e tirar rafzes quadradas, portanto cos(S) é construtivel
e, assim, 3 também é.

Agora olhemos para um caso em que o angulo néo pode ser trissectado.

Escolha a = %. Por propriedade de soma de arcos:

5 = cos(a) = cos(3ﬁ) = cos(26 + ﬂ) = cos(2B)cos(B) — sen(28)sen(B)
(cos (B) — sen?(B))cosB — 2sen?(B)cos(3)

= cos (5) 3sen?(B)cos(B) = cos(B) — 3(1 — cos?(B))

= 4cos3(B) — 3cos(B)

Logo, cos(B3) é raiz do polinémio 423 — 3z — % e, portanto, do polinébmio
p(r) = 823 — 62 — 1. Como esse polindmio é de grau 3 ele é irredutivel em Q
se e s6 se ele nao possui raizes racionais. Pelo Teorema das Raizes Racionais
temos as seguintes possiveis raizes: +1, i%, i%, i%.

p(1) =8(1)*-6(1)—1=1

p(—1) =8(-1)* —6(-1) —1=6
p(3) =8P —6(-1)—1=-3
p(—3) =8(=1)2 —6(-4)—1=1
p(3) =8()*—6(3)—1=-2
p(—3) =8(-1)P —6(-1)-1=2
p(3)=8(%)PF-6(3)—1=-11



p(—5) =8(—5)* —6(—5) — 1=

Portanto, p(z) ¢ irredutivel em Q e, assim, peos(8)j0 = p- Temos entao que
[Q(cos(B)) : Q] = 3 e como 3 nao pode ser fatorado como poténcia de 2, cos(f)
nao é construtivel e, portanto, nem £.

3 O Teorema de Gauss

Nessa secao provaremos o Teorema de Gauss, que fornece uma condi¢ao
necessaria e suficiente para que um poligono regular de n lados seja construtivel.

Teorema 4. Seja n € N. Um poligono regular de n lados é construtivel se, e
somente se, n € da forma n = 2%p1paps...p;, onde a € Ny e p1,...,p; $Go primos
de Fermat distintos.

3.1 Os primos de Fermat

Um nimero de Fermat é um nimero inteiro positivo da forma F,, = 22" 41,
onde n € Nyg. O matematico frances Pierre de Fermat conjecturou que todos
os numeros dessa forma sao primos, no entanto, o matematico Leonard Euler
provou mais tarde que a conjectura é falsa. De fato, sabemos que os seguintes
numeros sao primos de Fermat:

Fo=2"41=3 F =22 +1=5 F,=22+1=17,
Fy =22 11=257; Fy=22"+1=65537.
Sabemos porém que os nimeros Fj, ..., F3o s@o compostos.

Lema 5. Sen =2/ +1, e j nio é da forma 2!, entdo n é composto. Em outras
palavras, se um primo € da forma 27 + 1, entdo ele € um primo de Fermat.

Demonstragao: Suponha que j tenha um nimero inteiro positivo {fmpar b
na sua decomposicao, isso é, j = b-2! com | € Ng. Logo, n =2/ +1 =202 41 =
(22041 = (22 1) ((22)b-1 — (22')p-24 (22 )p=3 — . —22' 4+ 1). Como j # 2,
segue que n = 27 4+ 1 é composto.

3.2 Funcao Totiente de Euler

Definimos a fun¢ao Totiente de Euler como sendo ¢ : N — N, onde:

o(n) = {k € {1,...,n} : mdc(k,n) = 1}|.

Ou seja, ¢(n) é o nimero de ntimeros naturais entre 1 e n que s@o coprimos com

n. E facil ver que ¢(1) = ¢(2) = 1; ¢(3) = ¢(4) = 2; ¢(5) = 4.

Segue imediatamente da definigdo que se p é primo, ¢(p) = p — 1. Além disso,
se k€ N, ¢(p*) = p* —pF~1 = p*~1(p—1), pois {m € {1,...,p*} : mde(m, p*) =
1} = {13 "'apka } - {15p7p27 "'7pk71}'

Lema 6. Sejam m,n € N primos entre si. Entao ¢(mn) = ¢(m)p(n).



Demonstragio: Para cada a € {0,1,...,mn — 1}, escreva a = gpym + 1y, =
gnn + 74, onde rp, € {0,...,m — 1} e r, € {0,...,n — 1}. Pelo Teorema Chinés
dos Restos, a aplicagdo ¢ : {0,...,mn — 1} — {0,....,m — 1} x {0,...,n — 1},
a > (rm,Tyn), é6 uma bijecdo.

Agora note que mdc(rp,n) = mde(a,n), e mde(ry,, m) = mdc(a,m). Como
mdc(m,n) = 1, segue que mdc(a, mn) = mde(a, m) - mde(a,n) = mdc(ry,, m) -
mde(rn,n). Logo, mde(a,mn) =1 < mde(ry,, m) = mde(r,,n) = 1.
Restringindo a bij¢ao ¢ para o conjunto X = {a € {0, ..., mn—1} | mde(a, mn) =
1}, obtemos uma bije¢do ¥|x : X — Y x Z, onde Y = {a € {0,....,m —
1} | mde(a,m) =1} e Z ={a € {0,...,n — 1} | mde(a,n) = 1}.

Lema 7. Seja n wm nimero inteiro com n > 2, e assuma que n = pi' p5*..pp*
€ sua decomposicdo em fatores primos distintos dois a dois. Entdo:

o(n) =TT, o) =TT, o8 pi — 1) = n- [T (1 - 1)

Demonstragao: Segue direto do Lema 6 e das observacoes anteriores.

3.3 A extensao Q((,)|Q

Denotaremos por K,, = Q(1, e2mi/n e22mi/n e(”*l)'%i/") o corpo ciclotomico,
e ( _ eQm’/n
n = .

Em particular, (, é raiz primitiva de 2" — 1 € Q[z], e K,, = Q(¢,) é corpo
de decomposicao para =™ — 1 sobre Q.

Definimos (Z,,)* = {i € Z,, | ij = 1 para algum j € Z,}. Note que ((Z,)*,-) é
um grupo multiplicativo, e que |(Z,)*| = ¢(n) pois i € Z, tem inverso multi-
plicativo se, e somente se mdc(i,n) = 1.

Lema 8. Sejan € N. Entao Q((,)|Q € uma extensao de Galois, e Gal(Q((,)|Q) =2
(Zy)*. Em particular, [ : Q] = |Gal(Q(¢n)|Q)] = [(Zn)*| = ¢(n), e Gal(Q(¢n)|Q)

€ abeliano.

Demonstragao: Omitiremos a demonstracdo, mas pode ser encontrada
no capitulo 9 do livro Galois Theory de David Cox, juntamente com os pré-
requisitos para a mesma.

Lema 9. Seja L|F uma extensio de Galois. Se G1 < Go < Gal(L|Q), entdo
[]LGl :LG2] = |G2 : G1|

Demonstragao: Vamos mostrar que [Gal(L|F) : H] = [Ly : F] para todo
H < Gal(L|F). Como L|F é de Galois, e L|Lg|F, temos que L|Ly também é de
Galois. Além disso, pela correspondéncia de Galois, temos que H = Gal(IL|Lg).
Portanto, como L|Ly é de Galois, temos que: |H| = |Gal(L|Lyg)| = [L : L]
Por outro lado, como L|F é de Galois:
|Gal(LIF)| = [L:F]=[L:Ly]- Ly :F]=|H| - [Lg :F].

Por fim, pelo Teorema de Lagrange: [Gal(L|F) : H] = |Ga|l}%\IF)| = |H"|[}I}‘H:F] =




Em particular, [Gal(L|F) : G1] = [Lg, : F], e [Gal(L|F) : G3] = [Lg, : F]. Segue
que:

L, : Lg,] = [Le, : F])/[Lg, : F] = [Gal(L|F) : G1]/[Gal(L|F) : Go] =
|Gal/|GL] = G2 : Gl

3.4 O Lema principal

Lema 10. Sejan € N, n > 5. Entao 003(2”) € construtivel se, e somente se
n € da forma n = 2%p1paps...ps, onde a € Ny e p1, ..., ps sdo primos de Fermat
distintos.

Demonstragdo: Note primeiramente que para n > 5, 605(2”) > 0, e
portanto faz sentido falar em construir um segmento de reta com compri-
mento cos(2X). Pelo Lema 8, [Q((,) : Q] = ¢(n), onde ¢, = e*™/m =
cos(3) +i - sen(2X).

Afirmo que Q(cos(f)) - (@(Cn). De fato, (C,) " = (e27/7)=1 = @mi/n)(=1) —
e~ 2mi/n = cos(— 2) + i~ sen(—25) = cos(2%) — i - sen(3X). Logo, M =
cos( 28 ) ti-sen( 25 ) 4cos(2E ) —i-sen(2X cos(2x P

(F)+ & )+ ) — &5 _ 2 2( ) 608(2 ) = COS( )GQ(Cn)

Q(cos(3F)) C ()

Logo, obtemos a torre de extensdes Q((,)|Q(c

cos(22))|Q, e portanto segue que
[Q(Gn) : Q] = [QU¢n) : Qeos(3E))] - [Q(cos(2)) - Q.

Observe que ¢, é raiz do polinomio f(z) = 2% — 2005(2”)x +1e€e Q(cos(%’r) [z],
pois £(Ca) = (Gu)? — 2005(22)(Ca) + 1 = (27/)2 — 2eos(22)(e27i/m) + 1 =
(627”/"1)( e?mi/m —2cos( 22 ))+1 = (e?™/)(cos (2 ) +i- sen(%) 2cos(2))+1 =
7(627”/")(003(2”) 7 sen( ))Jrl*f(ezm/”)(cos( n)Jrz sen(f2’r))+1

—(e2mi/n)(e=2m/m) 41 = —1+1=0.

Logo, e, |g(eos(2x)y divide f, e portanto [Q(¢n) : Q(cos(5F))] = grau(pe,g(cos(2x))) <

grau(f) = 2. Mas se fosse [Q((n) @ Q(cos(32))] 1, terfamos Q((,) =
Q(cos(2X)), oque ¢é absurdo pois Q(cos(2X)) C R e ¢, ¢ R. Concluimos que
(

n

[Q(¢n) : Qleos(2))] =2 = [Q(¢n) : Q] = 2+ [Q(cos

Suponha primeiro que 008(27?) é construtivel. Pelo Teorema 3, existe N € N
tal que vale [Q(cos(2F)) : Q] = 2V. Segue daf que ¢(n) = [Q(¢y) : Q] =
2-[Q(cos(22)) : Q] =2 -2V = 2N+ = 2™ tomando m = N + 1.

Seja n = pit..p¥ a decomposi¢io de n em fatores primos distintos, temos
pelo Lema 6 que ¢(n) = ¢(pi*)...6(p%). Como cada ¢(p;*) é inteiro, te-
mos que ¢(p;*) divide ¢(n) = 2™ para cada i € {1,...,r}. Portanto, dado
i € {1,...,r}, temos que: ¢(p{*) = 2Fi para algum k; € {1,..,m} = 2k =



¢(p?i) =00 s (1= 2) = p" - (1= =) = p" ™" - (pi = 1). Logo, ou

1|2’€ — pi|2¥ = p; =2, ou (p; —1)|2k — 31 €{1,...,k} tal que

—1=2% = p; =24 -1 = p; é primo de Fermat pelo Lema 5. Mas se p;

é prlmo de Fermat, p; # 2 = p; nao divide 2% = po”_1 (pi—1) = p; nao

divide p{ 1 — 4, —1=0 = «o; = 1. Concluimos que se algum p; = 2,
vale que n = 2%py...p;_1Piy1...Dr, € se nenhum p; = 2, vale que n = 2p;...p,.

Reciprocamente, tome n € N, n > 5, tal que n = 2%p;paps...ps, onde a € Ny e
D1, ...y Ps s@0 primos de Fermat distintos. Segue que ¢(n) = ¢(2%p1paps...ps) =
¢(2°)d(p1)(p2)¢(p3)--6(ps). Para cada @ € {1,...,s}, temos que p; é primo
de fermat, e portanto p; = 22° + 1 para algum t; € Nyo. Logo, ¢(p;) =
pi- Tl (=2) =pi-(1-L)=p -1 =2""+1-1=2"" Sea=0,
no=preps = Bn) = 6(m)--6ps) = 22" 22" Sea > 0, p(2%) =
2 [ (1-24) =20 (1-4) =21 (2-1) =2, coma~1 € N,.
Logo, ¢(n) = ¢(2%)d(p1)d(p2)d(p3)...d(ps) = 2271 - 22" . 22 De todo jeito,
¢(n) = 2™ para algum m € N.

Portanto, temos que: 2 = ¢(n) = [Q(¢,) : @] = 2 [Q(eos(2) : Q] =
[(@(003(%)) : Q] = 2™~ 1. Além disso, como Q((,,)|Q é de Galois, |Gal(Q(¢,)|Q)]
[Q(¢n) : Q] = ¢(n) = 2.

Como Gal(Q(¢,)|Q) é abeliano, todos os seus subgrupos sdo normais. Em
particular:
Gal(Q(¢n)|Q (€)1Q),
Gal(Q(¢ )lQ)/Gal( Q(Gn)|Q(cos(27))) = Gal( (cos(%))|Q)
= |Gal(Q(cos(37))|Q)| = |Gal(Q(¢,)|Q) /Gal(Q(C )\Q( cos(21))))|
= |Gal(Q(C)IQ)I/|Gal Q) [ Q(cos(25)))| = 2m/2 = 2.

(cos(?F))) < Gal(Q

Obtivemos que |Gal(Q(cos(22))|Q)| = 2™~ !, e portanto aplicando o primeiro
Teorema de Sylow repetidas vezes obtemos uma cadeia de subgrupos:

{e} <G < ... <Gz <Gy = Gal(Q(cos(22))|Q),

onde cada G; tem ordem 2°. Utilizando o Teorema Fundamental da Teoria de
Galois, obtemos uma Torre de extensoes correspondente:

Q(COS( *)) = LolL1|...|Lin—2|Lim—1 = Q,

onde para cada i € {1,...,m — 1} vale que L; = Qg;,, e pelo Lema 9,
Lio1:Li = [Qc, : Qo] = [Gio1 : Gl = [Gil/|Gra| = 2/271 =2,

Concluimos pelo exercicio 6 que cos(2) é construtivel.

3.5 A construgao

Sabemos pelo Lema P que se n > 5, entao 003(2”) é construtivel se, e
somente se n é da forma n = 2%p1paps...ps, onde a € Ny e pq, ..., ps s@0 primos de
Fermat distintos. Nessa subsecao, vamos concluir a demonstragao do Teorema
de Gauss mostrando que 003(2“) ¢ construtivel se, e somente se um poligono
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regular de n lados é construtivel.

3.5.1 O triangulo e o quadrado

Embora o Lema P nao nos forneca informacao para quando n = 3 ou n = 4,
é facil ver que tanto o triangulo equildtero quanto o quadrado sao construtiveis:

Dado um segmento de reta AB de comprimento [, utilize o compasso para
tragar duas circunferéncias C7, e Cy de raio [, a primeira centrada em A, e a
segunda centrada em B. Denotando por C um dos pontos de intersecao entre
C1 e Cy, obtemos o triangulo equildtero ABC.

C

Fonte: hetpiwmw commens. wikimadia arg!

Figura 5: Construcao do Triangulo Equilatero

E facil ver que o reticulado obtido na Proposigao 2 contém um quadrado de
lado 1.

Note que 3 = 22" 41 ¢ um primo de Fermat, e que 4 = 22 é poténcia de
2, portanto a construtibilidade do triangulo equilatero e do quadrado sao con-
dizentes com o Teorema de Gauss.

3.5.2 Ocason>5

Se n > 5, o Lema P nos diz que cos(%’r) é construtivel se, e somente se n

é da forma n = 2%p1paps...ps, onde a € Ny e p1,...,ps sdo primos de Fermat
distintos. Logo, para completar a demonstracao do Teorema de Gauss, basta
mostrar que cos(%’“) é construtivel se, e somente se um poligono regular de n
lados é construtivel.

De fato, se temos construido um poligono regular de n lados, podemos obter um
segmento de reta de comprimento cos(%’r) da seguinte forma:

Considere um vértice B do poligono que liga os lados AB e BC' do mesmo. Seja
r a reta que contém o segmento AB, e s a reta que contém o segmento BC),
temos que o menor angulo entre essas retas é m — ("_712)” = ””_T“” = 27”
Como vimos anteriormente, cos(3) é construtivel se, e somente se o dngulo /3 é

construtivel. Logo, cos(2X) é construtivel.

n
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Reciprocamente, se temos construido um segmento de reta AB de comprimento
cos( 27“), podemos construir um poligono regular de n lados da seguinte forma:
Trace uma circunferéncia C; de raio 1 centrada em A. Seja r; a reta perpendi-
cular ao segmento AB, e que passa por B, denote por A; algum dos dois pontos
de intersecao entre C; e r1. Trace AA;, e note que o comprimento de AA; é 1,
pois A; estd em C7. Seja s; a reta paralela a AA; que passa por B, e t; a reta
paralela a AB que passa por Aj, denote por D; a intersecao entre s; e t1. Note
que o comprimento de A; D7 é o mesmo que o de AB, ou seja, é cos(%’r). Trace
a circunferéncia Cy centrada em A; e passando por Dj, e note que Cy tem raio
005(27”). Denote por u; a reta contendo o segmento AA;, e denote por By o
ponto de intersegao entre Cs e up tal que A estd entre A e B;. Em particular,
o comprimento de A1 By é cos(%’r). Repita o argumento para A; B, obtendo
dois novos pontos As e Bs. Repetindo a construgio n vezes por indugao, temos
que AA1As, ..., A1 é um poligono regular de n lados.

Figura 6: Primeiro Passo da Construcao
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Figura 7: Construgao final do pentigono regular

4 Exercicios

Exercicio 1. Trace a mediatriz de um segmento qualquer, de extremos A e B.
(Dica: use o fato de que A e B podem ser centros de circunferéncias distintas,
mas de um mesmo raio ).

Exercicio 2. Transportar um angulo 0 tal que

T
0<f<—
2

apoiando-o sobre uma semirreta seja qual for.

Exercicio 3. Do Teorema 1, demonstre que a divisao pode ser feita utilizando
régua e compasso.

Exercicio 4. Jd demonstramos que, dado um nimero real a, (a € X =
(AN € N : [Q(a) : Q] = 2V)). A reciprocra é verdadeira? Prove ou dé um
contraexemplo

Exercicio 5. Determine se o nimero o = /1 + /2 ¢ construtivel ou ndo

Exercicio 6. Nesse ezercicio, vamos completar a demonstra¢ao do lema 10 da
secao 3.4.

(a) Mostre que toda extensio de grau 2 possui um elemento primitivo.

(b) Considere a torre de extensées R|L|Q tal que todo elemento de L é cons-
trutivel. Mostre que se a € R € tal que [L(«) : L] = 2, entao todo elemento de
L(a) € construtivel.

(c) Utilize o item (b) para provar que se @ € R € tal que existe uma torre de
extensoes Q(a) = Fo|F1|...|Fr—1|Frm = Q com [Fi—q :Fi] =2 Vie{l,..,m},
entao a € construtivel.

(d) Conclua a demonstra¢ao do Lema 10 da se¢ao 3.4.
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Exercicio 7. Nesse exercicio, vamos construir um pentagono reqular utilizando
régua e compasso.

(a) Verifique utilizando o Teorema de Gauss, que um pentdgono regular € cons-
trutivel.

(b) Mostre que o polinémio minimal de cos(2) sobre Q é f(x) = 2+ (1/2)z —
(1/4), e calcule o grau da extensio Q(co s(%))|@ Conclua que cos(%) =
—1+x/5

(cha Utilize cos(%) = M}

(¢) Partindo do reticulado obtido nos lemas 1 e 2, utilize o método obtido no
Teorema 2 para construir um segmento de reta de comprimento V5.

(d) Utilize 0 método de subtragdo obtido no Teorema 1 para encontrar um seg-
mento de reta de comprimento V5 —1.

(e) Utilize o método de divisio obtido no FExercicio 8 para encontrar um seg-

mento de reta de comprimento ‘/52*1 = 003(25”)

(f) Utilize a construgdo descrita na se¢ao 3.5. para construir um pentdgono
regular.

14



