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Resumo

Este manuscrito é um roteiro de uma aula/seminario sobre Grupos Si-
métricos, Grupos Alternados e Grupos Diedrais de forma a introduzir tais
grupos e demonstrar resultados importantes e interessantes que os cercam.

Na Primeira se¢ao definiremos Grupos simétricos a partir de isomorfismos
entre grupos finitos e apresentaremos propriedades sobre permutagoes que
nos permitem classificar e manipular tais elementos de S,,.

Na segunda parte sera discutido sobre Grupos Alternados, em que prova-
remos diversos resultados, dentre eles, demonstraremos que A4 nao admite
elemento de ordem 6.

No ultimo tépico apresentaremos os conceitos dos Grupos Diedrais, pro-

priedades interessantes e aplica¢oes em algumas areas da Fisica/Quimica.

Palavras-Chave: Grupos finitos, Grupos Simétricos, Grupos Alternados,

Grupos Diedrais.
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1 Grupos Simétricos

Denominaremos de ¢ : G — G um automorfismo de grupos finitos como
uma permutagao e seja S, o conjunto de todos os automorfismos de um grupo
G.

Como todo elemento de S, é um automorfismo, quando consideramos S,

com a operagao (o), vale que:

Se feS,egeS,, como a composicao de homomorfismos bijetores é

bijetor, vale que fog € S,.

E Associativo, pois (f o g) o h = fo(goh) para todo f,g,h € S,,.

Possui a fungao Idg : G — G como elemento neutro, ja que g o Idg =

Idgog = g.

Se f € S, entdo existe f~! € S, pois f é automorfismo e vale que

flof=fof ! =1dg.
Ou seja, provamos que ( S, , o ) é um grupo.

Definigao 1.1 (Grupos Simétricos). Temos que o conjunto de todas as pos-
stveis permutagoes de um grupo finito G, em que |G| = n, serd o grupo

simétrico S,.
Exercicio 1.1. Calcule a ordem de S,

Dado o € §,,, buscaremos um modo de representar o de maneira intuitiva
e Unica. Para isso, nomeie os elementos de G de 1 até n, entao vale que
o(1) = k, para algum 1 < k < n. Tome a sequéncia (1,0(1),0%(1),...,0™(1))
como somente ha n elementos em {1,...,n}, existe um 1 < i < n tal que

o'(1) = 1 e disso tiramos a seguinte definicao de um ciclo.

Definigao 1.2 (k-ciclos). Diremos que o € S, € um k-ciclo se:

1- Existe uma sequéncia (iq,1s,13, ..., 1) tal que 0¥ (i1) = i1 para 0 <
w<k—1comc*(iy) =1 tal que iy # 1,V 1<z <y<k;

2- Para j # i,V 1 < x <k vale que o(j) = j.



Se ¢ for o k-ciclo no exemplo acima, entao vale a seguinte representacao
o= (iyi243...9)ondei; =1,2,..nV1<j<kei,#iysel <z <y<k.

Agora temos duas proposicoes e alguns corolarios sobre k-ciclos:

Proposicao 1.1. Todo elemento de S, pode ser escrito como uma composi-

cao de ciclos disjuntos.

Demonstracao. Dado o € S, considere o conjunto iniciado por cada ele-
mento, ou seja, v; = (1,0(1),...,0"(1)), ... , v = (n,0(n),...,0™(n)). Como
visto anteriormente, para todo k = 1, ..., n, vale que existe wy, tal que 0" (k) =
k de modo que o'(k) # k para todo i < wy. Por outro lado, se o*(k) = j,
entdao k = o (k) = o“+(o"(k)) = o (), logo vy = v; a menos de
ordenacao e de elementos repetidos.

Escolha v,,, ..., V,, uma cole¢ao de v tal que todos os seus elementos sao
disjuntos e para todo j € 1,...,n vale que j € v,, U ... Ur,,. Considere
o k-ciclo que possui como representagao v,, dado por p;, provaremos que
O = i1 O ... 0 [ly.

Dado g € GG, como os k-ciclos sao disjuntos, existe v,, tal que g € v,, e
g.0(g) ¢ va, para todo j # i, logo pi(9) = o(g) e pi(g) = g, ou seja, vale
que:

(1 0.oopig)(g) = (p1 0.0 pie—1)(p12(9))
= (1 0.0 pp—1)(9)

= (1 0...01;)(9)
= (p10...opi—1)(pi(g))
= (0 ...o pi1)(o(g))

]

Exercicio 1.2. Mostre que dois ciclos disjuntos comutam e dé contraexemplo

do porqué dois ciclos nao disjuntos nao comutam.



Corolario 1.1. Toda permutacao de ciclos pode ser escrita de maneira unica

(a menos de ordenagdo) como um produto de ciclos disjuntos.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, sabemos que sempre existe um pro-
duto de ciclos disjuntos que geram uma permutacao o, s6 nos falta provar
que tal escrita é tnica. Suponha que existam duas escritas diferentes de o

como descritas a seguir:
AMO...ON =0=[10...0[;

Se as escritas sao distintas, entao ha de existir A\, # pg tal que para algum
g€ G, vale que g € A\, € g € ug, mas A\, = (g,0(9),...,0"(g9)) = pg, ou seja,
para todo g € (G, g somente pertence a um ciclo (pois os ciclos sao disjuntos)
mas este € unicamente definido por o, logo é necessério que i = j e que para
todo 1 <o <14, \y, = ug para 1 < < j =1, ou seja, a escrita ¢ Unica a
menos da ordenacao dos ciclos.

]

Para a proxima definigao, nomearemos um 2-ciclo como uma transposicao,
ja que é uma fungao que somente troca a posicao de dois elementos e nao

altera a posicao do resto dos elementos.

Proposicao 1.2. Todo k-ciclo de S,, pode ser escrito como uma composi¢ao

de transposi¢coes

Demonstracao. Seja o = (iy ig ... i) um k-ciclo, iremos provar que o =

(41 ix) o (i1 ig—1) © ... 0 (i1 i3). Vale que:

((41 k) 0 (i1 tg—1) © ... 0 (41 92))(3;) = ((41 %) 0 (41 Gg—1) © ... © (i1 7;))(3;)

= ((i1 i) o (i1 ig—1) © ... o (i1 ij41))(i1)
= ((i1 ix) o (i1 ip—1) © ... 0 (i1 ij42))(4j41)
= 141

= o(i;)



Como isso vale para todo 1 < j < k e todo elemento que nao troca de
lugar em o, permanece igual em (i ix) o (i1 ix—1)0...0 (i1 i3), vale o resultado.
O

Corolario 1.2. Toda permutagao pode ser escrita como uma composi¢ao de

transposicoes.

Demonstracao. Este resultado decorre da Proposi¢do 1.1 junto com a Pro-
posicao 1.2.
O

Corolario 1.3. O conjunto {(1 2),(2 3), ... ,(n — 1 n)} é um conjunto
gerador de S,

Demonstracao. Para provar tal resultado, mostraremos que toda transpo-
sigao (2-ciclo) pode ser escrita como composigao de elementos do conjunto
B={(12),(23), ...,(n—1n)}.

Seja (i j) uma transposigao de S, com 1 < i < j < n, temos que para
1<k<n,afuncdoo = (ii+1)o(i+1i+2)o ... o(j—2j—1)o(j—
lj)o(j—2j—1)o ... o(i+1i+2)o(ii+1) avaliada em k seréa:

7, sek =1,
o(k) =4 i, seh=j,

k, caso contrdrio .

Se k nao esta expresso em nenhum ciclo entao essa fungao aplicada em &
resultard em k e se k esta expresso em algum ciclo, entao na primeira metade
da composigao k ird para k — 1 e depois voltara para k na segunda parte das
iteragoes, logo vale que a(k) = (i j)(k).

Pelo corolario anterior, se podemos escrever cada transposicao como ele-
mentos do conjunto gerador, vale que qualquer permutagao pode ser escrita

como a composicao dos elementos do conjunto.
O



1.1 Tipo de Decomposicao de uma Permutacao

Para essa proxima se¢ao, definiremos que duas transposigoes o; e gy pos-
suem o mesmo tipo de decomposicao se suas decomposig¢oes em ciclos disjun-
tos ordenados de modo crescente por nimero de elementos na sua represen-
tacao em ciclo dada por 07 = AjoX0 ... 0 A\y € 09 = (4102 O ... O i, entao
vale que A; possui o mesmo niimero de elementos de j;, Ay possui o mesmo

nimero de elementos de po e por assim em diante.

Lema 1.1. Para uma permutacio p € S,, dada por:
p = (ill ilg ?:11«1) O (igl i22 i2x2) o ... O (itl itg itxz)

Em que x1 > x5 > ... > x4.

1) Seo € S,, entdo a permutagdao opo~! tem a sequinte decomposi¢iao em
ciclos disjuntos:

opot = (0(i11) o(i12) - 0(i1e,)) (0 (ia1) 0(i22)) .. Oingy)) - (0(ie1) 0(is2) . 0 (ita,))

Ou seja, as permutagoes p e opo—t tém o mesmo tipo de decomposicao.

2) Se p,p/ € S, sio permutac¢ées com o mesmo tipo de decomposicao,
1

entao existe o € S, tal que p' = opo~*.
Demonstragao. 1) Seja p = py ... jx, onde p; sdo ciclos disjuntos. Suponha
que p; = (a; 1 ... a; ») € um r-ciclo qualquer, para j = 1,...,7 — 1 temos que
oo olai ) = oplas ;) = olas 1) e se j = r entao oo (o(a; ) =
o(a; 1). Se b ¢ {a;1,a;9,...,a; +}, ui(b) = b e ouo~(b) = b, ou seja
o(a; 1 ... a; ,)o = (o(a; 1) ... o(a; ,)).

Temos que

opoct=0(ar 1 ... a1 )(ag 1 ... G py) oo (@p 1 . g p,)0

1 1

=0o(ay 1 ... a1 )0 to(ag 1 ... ag yy)o Yo ..o to(ag 1 . ag )0t

= (o(ay 1) ... o(ay ,))(o(ag 1) ... o(ag ry)) ... (o(az 1) .. o(ag,))



Como a; ; # ai, ; para todo (i,7) # (k,l) vale que o(a; ;) # o(ay 1), logo

p possui o mesmo tipo de composicao de opo?.

2)Seja p' = (by 1 ... by o) (b2 1 ... b y) oo (br 1 ... by ) sua decomposicao

em ciclos disjuntos. Tome
t
{er, e ={L o onI\(Jai1, o oain}
i=1

{dy, ..., d,}={1, ... ,n}\U{bH, b

Considere a seguinte permutacao o € 5,,.

o= aiy ... Ay A21 ... A2y a1 ... Gy, C1 ... Cy
bir o biyy Doy o bamy o by by, dy ... dy

Pelo item anterior, vale que opo~! = p/.

]

Exercicio 1.3. Prove que os diferentes tipos de composicao formam uma
classe de equivaléncia em que se dois elementos possuem o mesmo tipo de

composi¢cao, entao eles serao equivalentes.

Exemplo 1.1. Uma particao de um nimero natural n € uma s-upla de
nimeros naturais (A1, Aa, ..., As) tais que n > Ay > ... > A; > 1 com
A+ oA =n.

Quando consideramos as classes de equivaléncia de cada tipo de decom-
posicao Sy, € possivel associar cada classe com uma particao de n, de modo

que se

P = (Z'll le2 ilxl) e} (igl ’i22 i2w2> o ... O (itl ’itQ ka)

€ possivel criar uma funcao [ bijetiva entre as particoes de um nimero na-

tural n e as classes de equivaléncia , logo f(p) = (x1 xg x3 ... T}).



2 Grupos Alternados

Para definir os Grupos Alternados, definiremos a priori a paridade de

uma permutagao.

Definigao 2.1 (Paridade de uma permutagao). Uma permutagao é denomi-
nada par se € decomposta em wm nimero par de transposigoes.
De modo andlogo, uma permutacao € impar se é decomposta em um ni-

mero impar de transposicoes.
Exercicio 2.1. Prove que a paridade de uma permutacao € tinica.

A paridade de uma permutacao é um conceito aplicado em diversas areas,um

dos seus usos ¢ o exemplo a seguir.

Exercicio 2.2. Seja x1, x5, ..., x, € F", onde F € um corpo. Fize B uma base
de F™ como um espago vetorial sobre F e considere a fungao f(xy,...,z,) =
det| [x1]g [z2]g .- [znls ], onde [x;]g € a matriz horizontal dos coeficientes
de x; escrita em termos da base B.

Considere a agao de S, emF" dada por o(f(x1,...,2n)) = f(To1)s s To(n))

as permutagoes das coordenadas de f(xq,...,x,) € considere

+1, se o € uma permutacao par;
sgn(o) = i
—1, se 0 € uma permutacao impar.
Mostre que
det[ [z1]p [z2]g ... [zn]B | = sgn(o)det] [x,q)lB [To@)]B - [Tom)B |-

Exemplo 2.1 (Férmula de Leibniz). A férmula de Leibniz para o cdlculo do

determinante de uma matriz A € My x,(R) € dada por

det(A) = Z sgn(7) Hai,f(i) = Z sgn(o) H“a(i)nﬁ
=1 =1

TGSn UESn
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Tome A = < com entradas em R, vale que

a21 A22
2

det(A) = Z sgn(o) H U (i),i

o€Ss =1

2 2
= | | Qii —

=1 =

= Q1,1Q22 — 12021

A2—i

=1

A formula usual para cdlculo do determinante de matriz 2 X 2.

Agora, classificaremos um elemento de .S,, de acordo com sua paridade.

Definigao 2.2 (Grupos Alternados). O grupo alternado A, € o grupo que

contém todas as permutacoes pares de S,,.
Exercicio 2.3. Prove que ( A, , o) é um grupo.
Proposicao 2.1. Vale que |A,| = %‘ para n > 2.

Demonstragao. Provaremos que S, /A, = {Id,(1 2)}. Se 0 € S, ¢ uma
permutacao par, entao 0 € A, eoc . A, =1d . A,. Se ¢ € S, é impar,
entdo (1 2) o (1 2) oo & impar e (1 2) oo é par, logo (1 2) o0 € A, e
o.A,=(12).A,.

[

Outra forma de provar a proposi¢ao anterior é considerando o homomor-
fismo sgn : S,, — {£1}, onde ker(sgn) = A,,. Assim, pelo Primeiro Teorema

do Isomorfismo.

Sn
4, = Sl 0t
" 2 2

Portanto, o namero de permutagdes pares (e também fmpares) em S, é

n!

5 -



Corolario 2.1. A, ¢ um subgrupo normal de S,,.
Proposicao 2.2. Todo elemento de A, € um produto de 3-ciclos.

Demonstracao. Compondo quaisquer duas transposigoes, temos que se a,b,c

e d sao elementos distintos de 1,...,n.
1) (ab)(ab)=1d
2) (ab)(ac)=(ach)

3) (ab)(cd)=(cbd)(achb)
Como um elemento de A,, é sempre uma transposi¢ao par, podemos compor

dois-a~dois 2-ciclos para escrever ¢ € A, como um produto de 3-ciclos.
m

2.1 A, nao admite elemento de ordem 6

Temos que A, possui tamanho igual a 12, entao inicialmente é plausivel
que exista um elemento de ordem 6, ja que pelo teorema de Lagrange, a
ordem de todo subgrupo divide a ordem do grupo e, neste caso, 6 divide 12.
A seguir, veremos que, apesar de ser uma possivel ordem de subgrupo, nao

é necessario que exista um elemento com tal ordem.
Teorema 2.1. A, nao admite elemento de ordem 6.

Demonstra¢ao. Dado o € Ay, se 0 é um 4-ciclo ou um 2-ciclo (ou seja o =
(abcd)=(da)(ca)(ba)ouoc = (ab))entdo o é uma transposicao, entao
o é impar, logo vale que 0 € A4 se o é a identidade, um 3-ciclo ou uma

composicao de transposicoes disjuntas.
1) Se 0 =Id entao [(Id)| =1
2) Seog=(abc)entaioo*=(acb),0®=Idec*=(abc)=o0,logo
[((abc))|=3

3) Seo = (ab)(cd)entdaoo? =Ideo® = (ab)(cd) = o,logo |((ad)(cd))| =
2

Ou seja, todo elemento de A4 tera ordem 1, 2 ou 3.



3 Grupos Diedrais

Outro grupo diretamente relacionado sao os grupos diedrais, que consis-

tem em rotagoes e reflexdes de poligonos.

Definigao 3.1 (Grupos diedrais). O grupo diedral D,, é o nimero de sime-
trias de um n-dgono reqular. Composto de rotagoes v e reflexdes s em que

rm=1Id, s2=1d e srs =r'.

Isto é:
e Apoés rotacionar um n-agono n vezes, voltaremos para a posicao inicial.
e Apos refletir um n-agono 2 vezes voltamos para a orientagao inicial.

e Se Refletir, rotacionar e refletir em sequéncia uma figura é o mesmo

que rotacionar n — 1 vezes.
Exercicio 3.1. Prove que ( D,, , o) é um grupo.

Exemplo 3.1. Vamos observar os grupos de simetrias do tridngulo e do

quadrado, isto € D3 e Dy.

Proposicao 3.1. Cualcule a ordem de D,, e verifique que os elementos do

grupo D, serao { Id, r, r*, .., vt s sr, sr? . syl

Demonstracao. Temos dois tipos de Simetrias:

e Rotacoes: (Identidade + (n-1) rotagdes proprias)

e Reflexoes: (s, sr?,...,sr" 1)

-Note que: s?* = (s*)¥ = 1, e s*T1 = s logo a composi¢io de reflexoes s6

é distinta para ser contada quando é acompanhada de rotagoes. E também
sr’ = s, assim temos apenas reflexdo com rotagoes até (n-1).

Dessa forma, como o nimero de rotagoes possiveis é n e o de reflexdes também
é n, temos que |D,| = 2n.

]

10



Proposicao 3.2. D3 ¢ isomorfo a Ss.

Demonstragao. Mostraremos que o : D3 — Ss dado por ¢(s'r7) = (12)%(12 3)

¢ um isomorfismo de grupos.

1) Temos que ¢(s?) = (12)2=1d, p(r®) =(123)*=(132)(123)=1d
e p(srs) = (12)(123)(12)=(132)=¢(r '), logo a funcio ¢ esté
bem definida.

2) Temos que p(sr) = (1 2)(1 2 3) = p(s)p(r), p(Id) = 1d, @(sr?) =
(12)(1 2 3)% = (s)p(r?) = p(s)p(r)?, logo ¢ um homomorfismo.

3) Olhando se todos os elementos de S3 possui imagem teremos que Id =

p(Id), (12) = ¢(s), (13) = (123)(12) = @(rs) = p(sr?), (23) =
(12)(123)=(sr), (123)=p(r)e(132)=q¢(r?),logo ¢ é bijetiva.

]

Pelo exemplo acima percebemos que D3 nao é abeliano, e como |D,,| = 2n,
temos que | D3| = 6, o que nao contradiz o fato de que um grupo de ordem
menor ou igual a 5 é abeliano. Agora generalizaremos para todo D, com
n>3

Teorema 3.1. Para n > 3, vale que D,, nao € abeliano.

1 —1,-1 n

Demonstragao. Fixen > 3, logo sr = srss™t = r~ls7t = r""15 comon # 2,

r"~1 % r portanto sr # rs.

]

Exercicio 3.2. Mostre que D,, < S,

3.1 Aplicagoes

Os grupos diedrais, por sua correlacao geométrica, sao amplamente apli-

cados em diversas areas. Nesta subsecao, veremos alguns exemplos.

11



3.1.1 Fisica

Cristalografia é uma area que estuda a estrutura de moléculas, cristais e
estruturas reticuladas. Exemplos: a molécula de H,O pode ser vista como um
grupo diedral relacionado & Djs, o sal de cozinha (NaCl) como simetrias do
D, e simetrias em formas hexagonais como o grafeno podem ser relacionadas
a Dg. Nesta area, os grupos diedrais sao comumente divididos entre dois
tipos: Grupos de ponto, grupos que descrevem uma simetria local, e Grupos

de Espaco, que descrevem as simetrias de um cristal.

3.1.2 Quimica

Isomerismo é uma area da quimica que estuda componentes quimicos
que tém a mesma forma molecular, mas estruturas diferentes. Isto é, pode-
se relacionar uma molécula com algum D, e analisar as diversas rotagoes e
reflexoes da molécula, gerando compostos diferentes.

Ezemplo historico: A Talidomida (Ci3H10N2Oy4) € uma substancia comu-
mente usada em anti-inflamatorios e sedativos, descoberta em 1954 pela in-
dustria alema. As gravidas usavam geralmente para tratamento de nauseas
e mal-estar. Contudo, foi notada uma quantidade grande de fetos afetados
com deformagoes genéticas. Foi descoberto que havia duas variantes da ta-
lidomida, uma denominada S- e outra R+, com diferengas sutis como uma

rotacao na molécula.

N O

NH

Exercicio 3.3. Prove que o subgrupo das rotagoes de D,, € isomorfo a Cn,

onde C,, € o grupo ciclico de tamanho n.

Exercicio 3.4. Se p é um nimero impar, verifique que Zg, e D, sao os

unicos grupos de ordem 2p (a menos de isomorfismos)

12
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