1 TEOREMAS DE SYLOW

1 Teoremas de Sylow

O Teorema de Lagrange (Teorema 1, Notas de aula 1), diz que a ordem
de cada subgrupo H de um dado grupo G divide a ordem do préprio G. Uma
pergunta natural que surge desse teorema ¢é a seguinte: dado um nimero n
que divide a ordem de um grupo G quando existe um subgrupo de G de
ordem n? Responder essa questao ¢ o objetivo dessa secao.

Antes de concentrarmos esforcos nos Teoremas de Sylow, que sao a peca
chave para responder a essa pergunta, discutiremos ac¢oes de grupos em con-
junto, um assunto que é de fundamental importancia tanto na teoria de
grupos, como em aplicacoes em outras areas da matematica e até mesmo na

fisica.

Definicao 1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma agao de G em
X, é uma fungao ¢ : G x X — X, definida por ¢(g,x) = gz, com g € G e

x € X, satisfazendo as seguintes condicoes:
1. p(e,z) = x, para todo = € X;
2. ©(g,0(h,z)) = p(gh,x), para quaisquer g,h € G e z € X.
Notacao: G O X.
Observagao. Por simplicidade utilizaremos a imagem g para indicar (g, x).

Exemplo 1. Sejam X, = {1,2,---,n} e G = S,. Considere a fungao
v G x X, - X,, dada por ¢(0,i) = o(i). E facil ver que ¢ é uma acio de
S, em X,,.

Exemplo 2. Sejam G = GL(n,R), e X = R" o espago euclidiano n—dimensioanl.
A fungdo ¢ : GL(n,R) x V' — V 4(g,v) = g.v, onde . denota o produto con-

vencional de matrizes, define uma acao de GL(n,R) em V.

Exemplo 3. Considere G = O(n,R), e a esfera n—dimensional em R", dada
por S :={v € R™";||v|| = 1}. A funcdo ¢y : O(n,R) xS™ — S™ ¢(g,v) = g.v,
onde . denota o produto convencional de matrizes, e v é um vetor coluna,

define uma acao de O(n,R) em R™.
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Exemplo 4. Sejam G um grupo e P um subgrupo de G. A funcao

p:PxG — G
(p,g9) — pgp ',

é uma acao, conhecida como acao por conjugagao.

O préximo exemplo de agao é muito simples, mas nos leva a uma bonita

prova do teorema de Cayley.

Exemplo 5. Seja G um grupo, X o conjunto que consiste dos elementos de
G, isto é, X = G. A fungdo F : G x X — X, dada por E(g,z) = ¢ - x,
onde . denota a operagao do grupo é uma acao conhecida como agao por

multiplicagao a esquerda.
Temos o seguinte lema.

Lema 1. Seja G um grupo, e considere a ac¢do de multiplicagao a esquerda
por em G. Entao 1 : G — Sg, tal que ¥(g) = E(g,—) € um homomorfismo
de grupos.

Demonstracdo. Primeiro vamos ver que ¢ : G — Sg estd bem definida, isto
é, ¥(g) é um elemento de Sg, ou seja, uma bijegao de G.

Passo 1: Injetividade Fixado g € G, e dados z,y € G temos que
E(g,z) = E(g,y) se, e somente se gr = gy, mas como G é grupo, temos que
x =1y. Logo E(g,—) é injetiva.

Passo 2: Sobrejetividade Para qualquer z € (G, basta tomar z =
g 'z € G para ver que que F(g,z) = z. Assim E(g,—) é sobrejetiva e
portanto uma bijecao. Logo 1 estd bem definida.

Vamos agora provar que 1(gh) = E(g, —)o E(h, —), para quaisquer g, h €
G.

De fato, como ¥ (gh) = E(gh,—). Temos que E(gh,z) = (gh)z =
g(hz) = gE(h,x) = E(g, E(h,z)) = (E(g, =) 0 E(h, —))(x) para todo z € G,
assim ©(gh) = (FE(g,—) o E(h,—)) = ¥(g)¢¥(h) e portanto ¢ é homomor-
fismo. O]
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Temos agora todos os ingredientes que precisamos para demonstrar o

teorema de Cayley.

Teorema 1 (Cayley). Seja G um grupo de ordem n. Entao G € isomorfo a

um subgrupo de S,,.

Demonstracao. Considere ¢ : G — S definida no Lema 1. Vamos provar
que 1) é injetiva, assim G serd isomorfo a 1(G) pelo Teorema do isomorfismo.
Vamos provar que ker ) = eq. De fato, seja = € ker, isto é, E(zx, —) = Idg, .
Assim, por um lado E(z,eq) = z.e = x, e por outro E(z,e) = Idg,(e) = e.

Logo x = e e temos nosso resultado. O]

Definicao 2. Temos os seguintes subconjuntos “notaveis”de X e G.

1. Dado x € X definimos como érbita de z, e denotaremos por O(x), o

seguinte subconjunto de X:

O(z) :={gr € X ;V ge G}.

2. Dado = € X definimos como estabilizador de x, e denotaremos por

Stab(x), o seguinte subconjunto de G:

Stab(z) :={g € G ; g = z;Vr € X}.

3. Dizemos que x € X é um ponto fixo da acao se gr = z, para todo
g € G, ou seja Stab(x) = G.

Denotamos por X o conjunto de todos os pontos fixos da acao.

Exemplo 6. Na acao de GL(n,R) O R", deifnida no Exemplo 2, se v # 0,

vemos que O(v) = R™.

Definigao 3. Sejam G um grupo, X um conjunto e G O X uma agao. Se

existe © € X tal que O(z) = X, dizemos que a acao é transitiva.

A acao do Exemplo 6 é transitiva.
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Exemplo 7. No exemplo 4 temos que se g € GG, entao

O(9) ={pgp~' €G; pe P}

Stab(g) ={p € P ; pgp~" = g}.
A seguinte proposi¢ao é imediata.
Proposicao 1. Seja G O X uma a¢do. Para todo x € X temos Stab(z) < G.
O seguinte resultado serd usado varias vezes nessa sessao.

Teorema 2 (Orbita—estabilizador). Seja G O X uma agao. Para todo x € X

a cardinalidade da orbita de x € igual ao indice do estabilizador de x em G,

ou seja, |O(x)| = |G : Stab(z)].

Demonstra¢ao. Vamos construir uma fungao bijetiva entre Q(x) := {gz; Vg €
G} e o conjunto das classes laterais de Stab(z) em G que denotaremos por
G/Stab(x) (CUIDADO!! G/Stab(x) ndo é grupo, pois Stab(x) pode nao ser
normal, estamos usando aqui apenas a estrutura de conjunto).

Defina ¢ : O(x) — G/Stab(x) como p(gx) = gStab(z).

Afirmacgao 1: ¢ estd bem definida. De fato, sejam gx e hx dois elementos
em O(z), tais que gz = hz, assim h™'gx = h™'hx = z. temos queh™'g €
Stab(x) e portanto gStab(x) = hStab(x). Logo ¢ estd bem definida.

Afirmacgao 2: ¢ ¢ injetiva. De fato, sejam gx e hx dois elementos em
O(x), tais que p(gz) = p(hz), temos que gStab(x) = hStab(x), mas isso
implica que h~'g € Stab(x). Por definigao entdo, temos que h~lgr = x, e
assim gr = hx.

Afirmacgao 3: ¢ é sobrejetiva. De fato, dado uma classe lateral gStab(z),
temos que p(gz) = gStab(x).

Assim tempos que existe uma bije¢ao entre O(x) e G/Stab(x) e portanto eles
tém a mesma cardinalidade. Em particular, a cardinalidade de G/Stab(x) é
dada por (G : Stab(x)), de onde segue o resultado. O

Sejam G um grupo, X um conjunto e G © X uma acao. Nao é dificil ver

que x ~¢ y se, e somente se, existe g € G, tal que gr = y, define em X uma

4
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relacao de equivaléncia. Assim, duas érbitas coincidem, ou sao disjuntas. Isso

implica que X pode ser escrito como uniao disjunta das orbitas da acao por

G. Isto é X = U O(x;). Usando essa discussao podemos provar o seguinte
iel

lema.

Lema 2. Seja G O X wuma agdo, com |X| < 0o e |G| = p". Entao |X| =

[ XE] (mod p).

Demonstracao. Como X é finito, existem xq, - - - , xy tais que podemos escre-

k
ver X = U O(z;), ou ainda X = X% U UO(:Q) com |O(z;)| > 1. Logo

X = X9+ O, (1)

Do teorema da drbita-estabilizador, temos que |O(xz;)| = (G : Stab(z;)), e
como (G : Stab(z;)) divide |G| temos que |O(z;)| divide a ordem de G. Assim,
cada um dos |O(z;)| divide p", e portanto é divisivel por p. Da equagdo 1,

temos o resultado. O

Veremos como usar esses resultados para o estudo de grupos finitos. Seja
G um grupo finito e considere o conjunto Cl(g) := {hgh™';Vh € G}. Diremos
que os elementos de Cl(g) sao os conjugados de g em G. E evidente que
Cl(g) = g se, e somente se, gh = hg para todo h € G, isto é g € Z(G).
Considerando a ac¢do de G em G pela conjugacao (veja o Exemplo 3), pela
discussao do paragrafo anterior, temos que existem gy, - - , gr elementos de

G representantes das orbitas, tais que
k

G = U Cl(Qi)

i=1

Usando a equagao acima temos o seguinte conveniente resultado:

Teorema 3 (Equagao de Classe). Seja G um grupo finito. Entdo

Gl =12(@)]+ ) ICUg),
com cada |Cl(g;)] > 1.
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Antes de discutirmos os Teoremas de Sylow, apresentaremos o importante

Teorema de Cauchy.

Teorema 4 (Cauchy). Sejam G um grupo finito e p um nimero primo tal

que p divide |G|. Entdo G admite um subgrupo de ordem p.

Demonstragao. Sejam |G| =ne S :={(ay, - ,a,) € G’ | ajas---a, = e}
Note que #S = nP~!, de fato, podemos sem perda de generalidade escolher

arbitrariamente os p — 1 primeiros elementos de S, segue entao que a, =

(ag...ap_1)7 "
Agora observe que se s = (a,---,a,) € S, e 0 é a fungao dada por o(s) =
(ag, - ,ap,a1), entdo o(s) € S, uma vez que

ap---ap = eg = Q2 Apa] = €3.

Assim ¢ é uma permutacao de S.

Temos entao a acao Z, O S dada por

Y :ZyxS — S
(T,8) +— a"(s).

Agora, para todo s € S, temos pelo Teorema da orbita-estabilizador que
|O(s)| = |Z, : Stab(s)|. Deste modo, como |Z, : Stab(s)| divide |Z,| = p
pelo Teorema de Lagrange, segue que |Z, : Stab(s)| = 1 ou |Z,, : Stab(s)| = p
para todo s € S.

Note que |O(eg,- - ,eq)| = 1. Entao S\ {(eq, - ,e¢)} possui nP~1 —1
elementos, que estao distribuidos em orbitas de tamanho p ou 1. Logo,
existe pelo menos um elemento s = (a1, -+ ,a,) € S\ {(eq, - ,eq)} tal que
|O(s)| = 1, pois caso contrario, S\ {(eg, - ,ec)} estaria divido em 6rbitas
de tamanho p, ou seja p/nP?~! — 1, o que é absurdo, j& que p/nP~1.
Afirmacgao: s = (9,9, -+ ,g), para algum g € G.

De fato, seja s = (ay,-- - ,a,) € S, temos que
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Como |O(s)| = 1, segue que (i, s) = 0'(s) = s para todo i, ou seja,

(alv"' 7ap) - U(S):(GQ"" >apva1)
= 02(8) = (a?n"' 7ap>a17a2>
= oP(s) = (ap, a1, ,ap-1).
Portanto, a; = as = --- = a, e segue a afirmacao.
Pela afirmagao, temos s = (g,--- ,¢g) € S segue que g = eq. E portanto,
(9) < G é o subgrupo desejado. O

Passaremos agora a discutir os subgrupos de Sylow de um dado grupo.

Definicao 4. Sejam G um grupo finito e H < G. Dizemos que H é p-
subgrupo de G se |H| = p", para algum n. E dizemos que H é um p-
subgrupo de Sylow de G se |H| = p", para algum n e p" é a maior

poténcia de p que divide a ordem de G.

Se |G| = 36, um 2-subgrupo de G, caso exista, tem ordem 2 ou 4, enquanto
um 2-subgrupo de Sylow de (G, caso exista, tem ordem 4. O proximo terorema

garante a existéncia de tais subgrupos.

Teorema 5 (12 Teorema de Sylow). Se p € um primo e G é um grupo tal que
|G| = p"m e ptm, entdo para cada inteiro t, 0 < t < r, existe um subgrupo
H de G tal que |H| = p'.

Demonstracao. Sejam G, p e m como nas hipoteses. Provaremos o teorema

de forma indutiva.

Suponha que exista H; um p—grupo, tal que |H;| = p' e 0 < i < r.
Considere a agao de H; O G/H;, dada por

Assim, pelo Lema 2 temos
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|G/ H;| = |(G/H;)™

(mod p). (2)

Temos as seguintes equivaléncias:

& g thge H; VYheH,
& g 'Hig C H;
& g€ N(H)) o normalizador de G.

Portanto, (G/H;)"" = {¢gH; € G/H; | g € N(H;)} = N(H;)/H; e como
H; < N(H;), segue que N(H;)/H; é grupo. Assim, pela equagao (2), temos

|G H;] = [N(H;) : H] (mod p).

Como |G| = p"m e |H;| = p’ com i < r segue que p divide [G : H;] e entao
p divide |N(H;) : H;].
Assim, pelo Teorema de Cauchy, N(H;)/H; admite um subgrupo H;1/H; <
N(H;)/H;, de ordem p, onde H;,; subgrupo de G. Deste modo, |H;1/H;| =

[H;y1 : H;| e pelo Teorema de Lagrange, temos

|Hi1| = [Hisy - Hy] - |Hy| = p™

Assim, comecando com Hy = eg, obtemos uma cadeia de grupos

HcH CcCH,C---CH,
onde cada subgrupo H; possui ordem p’ para 0 < i < r. O

Observe que se p é um primo tal que p t |G|, entdo {e} é o tnico p-

subgrupo de Sylow de G.

Teorema 6 (2° Teorema de Sylow). Se p é um primo e G é um grupo tal
que |Gl =p™m, ptm er >1. Se H e K sdo dois p-subgrupos de Sylow de
G, entio H e K sao conjugados, ou seja, H = gKg~' para algum g € G.

8
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Demonstracao. Sejam H, K p-subgrupos de Sylow de G. Considere a acao

de H O G/K dada por

Y HxG/K — GJK
(h,gK) — hgK.

Assim, temos

|G/K| = |(G/K)"| (mod) p. (3)

Como |G/K| =[G : K] # 0, uma vez que K é p-subgrupo de Sylow e por-
tanto préprio. Temos que existe P € (G/K)H, isto é, a acdo de H em G/K

admite pelo menos um ponto fixo, que denotaremos por gK.

Segue pela definicao de ponto fixo, hg K = gK para todo h € H, ou
seja, g thg € K para todo h € H, isto é, g'Hg C K ou ainda, H C
gKg.

p-grupos de Sylow de GG segue que eles possuem a mesma ordem, entao H e
1

Como K e gKg ! possuem a mesma ordem, e como H e K sio

gKg~! possuem a mesma ordem, assim H = gKg~! e portanto H e K sao

conjugados.
O

Corolario 1. Um grupo G possui um unico p-subgrupo de Sylow H, se e

somente se, H é normal em G.
Por fim temos o tltimo teorema de Sylow.

Teorema 7 (3° Teorema de Sylow). Sejam p um primo e G é um grupo tal

que |G| =p"m, ptm, en, o nimero de p-subgrupos de Sylow. Entdo,
1. n, =1 (mod p).
2. n, | m.

Demonstragao. Seja S := {H < G | H é p-subgrupo de Sylow}, logo n, =
|S].
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1. Pelo Teorema 5 temos S # (0, logo fixando P € S, considere a acao de

P O S dada por conjugacao, ou seja,

pr1:PxS — §
(9,Q) — gQg".

Pelo Lema 2, temos
n, = |S”| (mod p). (4)

Como P € S| temos |ST| > 1. Vamos mostrar que |ST| = 1. De fato,

' = R, para

suponha que exista outro ponto fixo R € S¥. Entao pRp~
todo p € P, logo P < N(R) o normalizador de R. Como P,R € S,
temos que |P| = |R| =p".

Como p™ 1 |G| e N(R) < G, segue que p"™' { [N(R)|. Logo P e
R também sdo p -subgrupos de Sylow de N(R). Como R < N(R)
pelo Corolério 1 temos P = R. Logo |ST| = 1 e por (4) temos n, =

1 (mod p).
2. Considere agora a acao de G em S por conjugacao

p1:GxS — S
(9,Q) — gQg .

Pelo Teorema 6, tal agdo possui uma unica érbita. Considere O(P)

para algum P € S, temos n, = |O(P)|. Pelo Teorema 2 temos
ny = O(P)| = |G : Stab(P),

logo n,| |G| = p"m. Como pelo item 1 temos n, = 1 (mod p) segue que

n, {1 e portanto n,|m.

10
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Exercicios

1.

10.

11.

O Teorema de Cayley sugere uma pergunta natural. Qual é essa per-

gunta?

Sejam G um grupo, X um conjunto e G O X uma acgao. Prove que
T ~qg y se, e somente se, existe g € G, tal que gr = y define em X
uma relagao de equivaléncia. Conclua que duas orbitas coincidem ou

sao disjuntas.

Prove que as aplicacoes definidas nos Exemplos 1-5 definem agoes de

grupos nos respectivos conjuntos.

. Considere G = O(n,R), H = SO(n,R), a esfera S™ := {v € R"; ||v|| =

1} e as fungbes de ¢y : G x S™ — S" e ¢o : G x S™ — S™ dadas pela
multiplicacao usual de matrizes. ¢, é uma agao de H em S™? Descreva

as Orbitas de ¢, ¢o, caso a segunda definir uma agao.
Seja G O X uma agdo. Prove que para todo z € X temos Stab(z) < G.

Sejam G um grupo e H < G. Considere o conjunto N(H) := {z €
G;x 'Hr C H}. N(H) é dito o normalizador de H em G. Prove
que N(H) <G, e que HaN(H),

Seja G um grupo e p um nimero primo. Se |G| é uma poténcia de p

prove que Z(G) é nao trivial.

Seja G um grupo e p um nimero primo. Prove que se |G| = p? entdo

G é abeliano. Encontre todos os possiveis grupos de ordem p? (*).

. Encontre todos os subgrupos de Sylow de Sy e de Ss.

Sejam G um grupo finito, p e ¢ nimeros primos, e P e () p, ¢ subgrupos
de Sylow de G, respectivamente, tais que n, = n, = 1, com PN Q =

{ec}, entao gh = hg para todo g € P e h € Q.

Se G é um grupo tal que |G| = 45 entdao G é abeliano.

11
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12. Se G é um grupo tal que |G| = pg com p < ¢, primos, e p nao divide
q — 1. Entao G ¢é abeliano.

13. Seja ¢ : G — H um epimomorfismo. Mostre que se P é um p—subgrupo
de Sylow de G, entao ¢(P) é um p—subgrupo de Sylow de H.
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