O quociente universal e a representabilidade J

Charles Almeida (UFMG)

Fundamentos de Espacos de Méduli em Geometria Algébrica

Aula 9b

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 1/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.

@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.

@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.
@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.

© As matrizes de transicdo e o cociclo.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.
@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.
© As matrizes de transicdo e o cociclo.

@ Construcdo de quniv;

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.
@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.
© As matrizes de transicdo e o cociclo.
@ Construcdo de quniv;
Parte Il. A representabilidade.

@ Subfuntores abertos e recobrimento do funtor.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.
@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.
© As matrizes de transicdo e o cociclo.
@ Construcdo de quniv;
Parte Il. A representabilidade.
@ Subfuntores abertos e recobrimento do funtor.

@ As cartas em familias.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.
@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.
© As matrizes de transicdo e o cociclo.
@ Construcdo de quniv;
Parte Il. A representabilidade.
@ Subfuntores abertos e recobrimento do funtor.
@ As cartas em familias.
(7] (Grass(V, d), quniv) representa Grass(V/, d).

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 2/36



N
Roteiro

Parte I. O quociente universal.
@ Colagem de feixes: o andlogo do axioma da aula anterior.
@ Os candidatos tautoldgicos e a sua comparagdo nas sobreposicoes.
© As matrizes de transicdo e o cociclo.
@ Construcdo de quniv;
Parte Il. A representabilidade.
@ Subfuntores abertos e recobrimento do funtor.
@ As cartas em familias.
(7] (Grass(V, d), quniv) representa Grass(V/, d).

Ordem

Primeiro produzimos o elemento do funtor sobre o esquema. Sé depois se
pode perguntar se ele é universal.
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Recapitulacdo: o funtor de Grassmann

Defini¢do (Aula 8)

Para cada k-esquema T,

Grass(V,d)(T)={q: V&, Or > Q | Q loc. livre de posto d } /~,

onde g~ q <= Kergq=Kerq', ef: T' — T age por pullback.
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localmente livre.

T é arbitrario: para T = Spec k recuperamos as matrizes médulo GLy da Aula
9a, mas nada impede tomar T = Grass(V,d), uma vez que esse esquema exista.
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Para cada k-esquema T,
Grass(V,d)(T) = {q: V&, Or - Q| Q loc. livre de posto d } / ~,

onde g~ q <= Kergq=Kerq', ef: T' — T age por pullback.

Dois pontos a reter

O alvo ndo é fixado: @ faz parte do dado, e exige-se apenas que seja
localmente livre.

T é arbitrario: para T = Spec k recuperamos as matrizes médulo GLy da Aula
9a, mas nada impede tomar T = Grass(V,d), uma vez que esse esquema exista.

Um quociente sobre o préprio Grass(V, d) é, por definicdo, um elemento de
Grass(V, d)(Grass(V, d)). E esse elemento que a Parte | vai produzir.
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O que a Aula 9a deixou em aberto

Construimos o esquema Grass(V/, d) colando (g) cépias de A9(=9) Ao
final, duas afirmac¢des foram anunciadas, n3o provadas.
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Lacuna 1

Os quocientes tautoldgicos gs, definidos carta a carta, colam num
quociente global
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O que a Aula 9a deixou em aberto

Construimos o esquema Grass(V/, d) colando (Z) cépias de A9(=9) Ao
final, duas afirmac¢des foram anunciadas, n3o provadas.

Lacuna 1

Os quocientes tautoldgicos gs, definidos carta a carta, colam num
quociente global

Guniv: V @k OGrass(V,d) = Quniv?

Lacuna 2

O par (Grass(V, d), quniv) representa o funtor Grass(V, d)?

A Lacuna 1 vem primeiro: sem o elemento & = [guniv] N30 hd sequer o que
testar na Lacuna 2. A ferramenta para fechid-la s3o as matrizes de
transicao.
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Recapitulacdo: as cartas e as transicoes

Para |S| = d, a carta é Us = A9"=9) = Spec k[A], e o ponto genérico dela é a
matriz normalizada

M=[lg|Al, Ms=MEs=Iy.
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Recapitulacdo: as cartas e as transicoes

Para |S| = d, a carta é Us = A9"=9) = Spec k[A], e o ponto genérico dela é a
matriz normalizada

M=[lg|Al, Ms=MEs=Iy.

Sobreposi¢des e transicdes (Aula 9a)

UsNUs = D(detMs/) C Us,  @sis: M— M' = Mg'M.

As entradas de M’ sdo regulares em D(det Ms/), pela regra de Cramer.

Cociclo (Aula 9a)

psis 0 psis = psus,  via Mg, = Mg Msn.

Toda a Parte | consiste em reler essas mesmas matrizes como dado de colagem de
um feixe, e n3o apenas de um espaco. J
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Dois fatos importados

Teorema (Equivaridncia da selegdo, Aula 9a)

Com Es € Mat, 4 a matriz das colunas e;, i € S, e Ms := MEg,

(gM)s = g Ms para todo g.
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(gM)s = g Ms para todo g.

Teorema (Critério do ntcleo, Aula 9a)
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Dois fatos importados

Teorema (Equivaridncia da selegdo, Aula 9a)

Com Es € Mat, 4 a matriz das colunas e;, i € S, e Ms := MEg,

(gM)s = g Ms para todo g.

Teorema (Critério do ntcleo, Aula 9a)

Seq,qd: Vo Or — Q,Q tém o mesmo niicleo, existe um tinico
isomorfismo 0: @ — Q' comfoq=¢.

Razdo. Ambos s3o conticleos do mesmo subfeixe K, logo
Q= (V®Or)/K= Q' A unicidade vem da sobrejetividade de g: se
0qg = 0'q, entdo 6 — 0 anula toda sec3o local. O
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A selecao de colunas, em familias

Na Aula 9a, Ms = MEs era produto de matrizes numéricas. Precisamos da mesma
operagdo com alvo um feixe qualquer.
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A selecao de colunas, em familias

Na Aula 9a, Ms = MEs era produto de matrizes numéricas. Precisamos da mesma
operagdo com alvo um feixe qualquer.

Definicao

Lemos Es como o morfismo Es: O — V @ Or, f, — g,,onde S={j1 < --<ja}, e

E
escrevemos gEs para a composta 0% =% V ®, O1 - Q.
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A selecao de colunas, em familias

Na Aula 9a, Ms = MEs era produto de matrizes numéricas. Precisamos da mesma
operagdo com alvo um feixe qualquer.

Definicao

Lemos Es como o morfismo Es: O — V @ Or, f, — g,,onde S={j1 < --<ja}, e
escrevemos qEs para a composta 04 B,y k01 5 Q.

Coeréncia com a Aula 9a

| \.

Se Q = O4¢, entdo g é uma matriz e gEs é o bloco das colunas indexadas por S. Para
Q arbitrario ndo ha matriz, mas a composta continua fazendo sentido.

.
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operagdo com alvo um feixe qualquer.

Definicao

Lemos Es como o morfismo Es: O — V @ Or, f, — g,,onde S={j1 < --<ja}, e
escrevemos qEs para a composta 04 B,y k01 5 Q.

Coeréncia com a Aula 9a

| \.

Se Q = O4¢, entdo g é uma matriz e gEs é o bloco das colunas indexadas por S. Para
Q arbitrario ndo ha matriz, mas a composta continua fazendo sentido.

.

Duas propriedades, usadas o tempo todo

(E1) (0q)Es = 0(qEs); (E2) f*(qEs) = (f"q)Es.

(E1) é a associatividade da composicio, e substitui a equivaridncia. (E2) vale porque Es
tem entradas constantes, logo f*Es = Es.

v
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Parte I: o quociente universal

Os candidatos tautoldgicos
Sobre Us = Spec k[A], a matriz [I4 | A], de entradas em Oy, define

gs: V @k Oys — O[fs =: Qs.
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Dela sai a sobrejetividade: toda secdo local u de Oﬁs satisfaz
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Sobre Us = Spec k[A], a matriz [I4 | A], de entradas em Oy, define

gs: V @k Oys — O[fs =: Qs.

Teorema

gs € sobrejetora, Qs € livre de posto d, e gsEs = id.

Demonstracdo. A identidade qsEs = Ms = Iy é a normalizacdo da carta.
Dela sai a sobrejetividade: toda secdo local u de Ogs satisfaz

u= qS(ESU)v

logo esta na imagem. O

Sobrejetividade global, sem passar a talos: as colunas do bloco /4 ja
geram o alvo em todo ponto da carta. J
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Parte I: o quociente universal

Leitura de g5 na carta S

Os dois candidatos vivem em cartas diferentes. Para comparé-los, identificamos
Us N Us: com D(det Ms/) C Us via pgrs.
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Us N Us: com D(det Ms/) C Us via pgrs.

O que a transicio diz

Nessa identificacdo, a matriz de gs/ escreve-se nas coordenadas A da carta S como

M = Mg'M,  istoé g = Mg’ gs.
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Nessa identificacdo, a matriz de gs/ escreve-se nas coordenadas A da carta S como

M = Mg'M,  istoé g = Mg’ gs.

Mesmo quociente, bases diferentes no alvo

N3o estamos descobrindo um quociente novo ao mudar de carta. O quociente é o
mesmo; o que muda é a maneira de identificar o alvo com O¢.
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Leitura de g5 na carta S

Os dois candidatos vivem em cartas diferentes. Para comparé-los, identificamos
Us N Us: com D(det Ms/) C Us via pgrs.

O que a transic3o diz

Nessa identificagdo, a matriz de gs: escreve-se nas coordenadas A da carta S como

M = Mg'M,  istoé g = Mg’ gs.

Mesmo quociente, bases diferentes no alvo

N3o estamos descobrindo um quociente novo ao mudar de carta. O quociente é o
mesmo; o que muda é a maneira de identificar o alvo com O¢.

Duas coisas diferentes, desde ja

O produto Ms_,lM faz duas coisas a0 mesmo tempo: as entradas das colunas fora de S’
sdo as novas coordenadas do mesmo ponto, isto é ps/s, que colou Grass(V, d); e o
fator Ms_’l serd a mudanca de trivializagdo do quociente, que colard Quniv.
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Parte I: o quociente universal

O isomorfismo de comparacao

Teorema

Sobre Uss: :== Us N Us: existe um tnico isomorfismo
Os:s: Qslug — Qsr|ugs com  fsisoqs=qs,
a saber a multiplicacdo a esquerda por
gs's = Mg' € GL4(Ou,,, ).

Em particular Ker gs = Ker gs/: os dois definem o mesmo elemento do funtor.
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Sobre Uss: :== Us N Us: existe um tnico isomorfismo
Os:s: Qslug — Qsr|ugs com  fsisoqs=qs,
a saber a multiplicacdo a esquerda por
gs's = Mg' € GL4(Ou,,, ).

Em particular Ker gs = Ker gs/: os dois definem o mesmo elemento do funtor.

Existéncia. qs/ = Ms_,lqs pelo slide anterior, e a multiplicacdo por Ms_/l é
invertivel, com inversa a multiplicagao por Ms:.
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O isomorfismo de comparacao

Teorema

Sobre Uss: :== Us N Us: existe um tnico isomorfismo
Os:s: Qslug — Qsr|ugs com  fsisoqs=qs,
a saber a multiplicacdo a esquerda por
gs's = Mg' € GL4(Ou,,, ).

Em particular Ker gs = Ker gs/: os dois definem o mesmo elemento do funtor.

Existéncia. qs/ = Ms_,lqs pelo slide anterior, e a multiplicacdo por Ms_/l é
invertivel, com inversa a multiplicagao por Ms:.

Unicidade. Se 6gqs = 6'qs, entdo # — 0’ anula toda secido local, pois gs é
sobrejetora; logo 6 = 6.
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Parte I: o quociente universal

O isomorfismo de comparacao

Teorema

Sobre Uss: :== Us N Us: existe um tnico isomorfismo
Osis: Qslusy — Qs |ugy com  fsisoqs=qs,
a saber a multiplicacdo a esquerda por

8s's = Ms_,l E GLd((/)Ussl)‘

Em particular Ker gs = Ker gs/: os dois definem o mesmo elemento do funtor.

Existéncia. qs/ = Ms_,lqs pelo slide anterior, e a multiplicacdo por Ms_/l é
invertivel, com inversa a multiplicagao por Ms:.

Unicidade. Se 6gqs = 6'qs, entdo # — 0’ anula toda secido local, pois gs é
sobrejetora; logo 6 = 6.

Nicleos. gs/(v) =0 <= 6s:5(qs(v)) =0 < gs(v) =0, pois Os/s € injetora.
O
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Parte I: o quociente universal

O cociclo, agora de um fibrado

(CO) 8ss = Mgl = Iy, logo Oss = id.
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Parte I: o quociente universal

O cociclo, agora de um fibrado

(CO) gss = I\/IS*1 = Iy, logo Oss = id. (C2) Pela equivariancia aplicada a
g = I\/Ig,l e ao conjunto S”,
Mg// — (M;,IM)

_ -1 _
sn = Ms,ll\/ls// — (Mg//) = MS,,lMS/.
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(CO) gss = I\/IS*1 = Iy, logo Oss = id. (C2) Pela equivariancia aplicada a

g = I\/IS*,1 e ao conjunto S”,

My, = (MgIM) g, = MgtMsn = (M) ™" = Mgt Ms.

Portanto
8s's’ 8s's = (MS_//IMS’) (Ms_/l) = MS_’} = gs"5s.
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Parte I: o quociente universal

O cociclo, agora de um fibrado

(CO) gss = I\/IS*1 = Iy, logo Oss = id. (C2) Pela equivariancia aplicada a

g = I\/IS*,1 e ao conjunto S”,
Mg// — (M;,IM)

_ -1 _
sn = Ms,ll\/lg// — (Mg//) = MS,,lMS/.

Portanto
8s's’ 8s's = (MS_//IMS’) (Ms_/l) = MS_’} = gs"5s.

Uma identidade, duas funcoes

A mesma conta da Aula 9a serve duas vezes: |3 foi a condi¢do (C2) que
permitiu colar o esquema; aqui é a condicdo de cociclo que permite colar
o feixe.
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Parte I: o quociente universal

Colagem de feixes localmente livres

Temos as gsis = M_;,l, o cociclo e a compatibilidade gs; = gs'sqs. E exatamente
o dado que o mecanismo geral de colagem consome.
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Parte I: o quociente universal

Colagem de feixes localmente livres

Temos as gsis = M_;,l, o cociclo e a compatibilidade gs; = gs'sqs. E exatamente
o dado que o mecanismo geral de colagem consome.

Teorema (Colagem por matrizes de transi¢cdo)

Sejam X = J; X; um recobrimento aberto e, para cada par (i,j), uma matriz
gji € GLy (O(X,' n )(1))

tal que
(CO) gii = l4; (C2) gijgji = gi em Xi N X; N X

Entdo existe um Ox-mddulo Q localmente livre de posto d, tnico a menos de
isomorfismo, munido de trivializacbes

Tit Q

X, EEAMIN 0)‘(1’ com 7‘1-07',-71 =gji em X;N X;.
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Temos as gsis = M_;,l, o cociclo e a compatibilidade gs; = gs'sqs. E exatamente
o dado que o mecanismo geral de colagem consome.

Teorema (Colagem por matrizes de transi¢cdo)

Sejam X = J; X; um recobrimento aberto e, para cada par (i,j), uma matriz
gji € GLy (O(X,' n )(1))

tal que
(CO) gii = Ig; (C2) gijgii = gxi em Xi N X; N Xi.

Entdo existe um Ox-mddulo Q localmente livre de posto d, tnico a menos de
isomorfismo, munido de trivializacbes

Tit Q

X, EEAMIN 0)‘(1’ com 7‘1-07',-71 =gji em X;N X;.

De (CO0) e (C2) com k = i sai gjgji = lq4: as transi¢Ges de um par sdo
mutuamente inversas, como as ; da Aula 9a.
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Parte I: o quociente universal

O feixe colado e os morfismos

Como s3o as secdes

Q(W):{(S,‘),‘ : S,'EO(WﬂX,‘)d, Sj = gjiSi em WﬁX,'ﬂXj},

e a trivializagdo 7; é (s;); — s;i.
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Parte I: o quociente universal

O feixe colado e os morfismos

Como s3o as secdes

Q(W):{(s,-),- L5 €O0(WNX)?, s=gjisi em WﬁX,-ﬂXj},

e a trivializagdo 7; é (s;); — s;i.

Colagem de morfismos: a forma que usaremos

Sejam E um Ox-médulo e morfismos g;: E|x, — (’))‘gf com g; = gji gi em X; N X;.
Ent3o existe um tnico g: E — Q com 7; 0 g|x, = g;; se cada g; é sobrejetor, g é
sobrejetor.
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Parte I: o quociente universal

O feixe colado e os morfismos

Como s3o as secdes

(W) = {(s,-),- L5 €O0(WNX)?, s=gjisi em WﬁX,-ﬂXj},
e a trivializagdo 7; é (s;); — s;i.

Colagem de morfismos: a forma que usaremos

Sejam E um Ox-médulo e morfismos g;: E|x, — (’))‘gf com g; = gji gi em X; N X;.
Ent3o existe um tnico g: E — Q com 7; 0 g|x, = g;; se cada g; é sobrejetor, g é
sobrejetor.

Ja temos as trés hipdteses

(CO0) e (C2) foram verificadas no slide do cociclo, e a compatibilidade
gs: = gs'sqs € o isomorfismo de comparagdo. Resta aplicar o lema.
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Parte I: o quociente universal

O quociente universal

Teorema

Existe um tnico par (Quniv, quniv), com Quuiv localmente livre de posto d sobre
Grass(V, d) e quniv: V @k Ograss(v,d) = Quniv, munido de isomorfismos

7s: Quniles — QSv 7s © quniv|U5 = dgs.
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Parte I: o quociente universal

O quociente universal

Teorema

Existe um tnico par (Quniv, quniv), com Quuiv localmente livre de posto d sobre
Grass(V, d) e quniv: V @k Ograss(v,d) = Quniv, munido de isomorfismos

7s: Quniles — QSv Ts © quniv|U5 =4ds.

Demonstracdo. As matrizes gs:s = Mg,' satisfazem (C0) e (C2), logo a colagem
por matrizes de transicdo fornece Quuiv, localmente livre de posto d, e as
trivializagdes 75 com Tsngl = gg/s.
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Parte I: o quociente universal

O quociente universal

Teorema

Existe um tnico par (Quniv, quniv), com Quuiv localmente livre de posto d sobre
Grass(V, d) e quniv: V @k Ograss(v,d) = Quniv, munido de isomorfismos

7s: Quniles — QSv Ts © quniv|U5 =4ds.

Demonstracdo. As matrizes gs:s = Mg,' satisfazem (C0) e (C2), logo a colagem

por matrizes de transicdo fornece Quuiv, localmente livre de posto d, e as
trivializagdes 75 com Tsngl = gg/s.

Além disso gs: = gs/sqs nas sobreposicdes, que é a hipdtese do lema de colagem
de morfismos, com E = V @k Ograss(v,d)- Ele fornece quniv com 7squniv|us = gs.
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Parte I: o quociente universal

O quociente universal

Teorema

Existe um tnico par (Quniv, quniv), com Quuiv localmente livre de posto d sobre
Grass(V, d) e quniv: V @k Ograss(v,d) = Quniv, munido de isomorfismos

7s: Quniles — 057 Ts © quniv|U5 =4ds.

Demonstracdo. As matrizes gs:s = Mg,' satisfazem (C0) e (C2), logo a colagem

por matrizes de transicdo fornece Quuiv, localmente livre de posto d, e as
trivializagdes 75 com Tsngl = gg/s.

Além disso gs: = gs/sqs nas sobreposicdes, que é a hipdtese do lema de colagem
de morfismos, com E = V @k Ograss(v,q)- Ele fornece quniy com TS Quniv|Us = gs.
Cada gs é sobrejetora, logo quniv € sobrejetora. O
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Parte I: o quociente universal

O quociente universal

Teorema

Existe um tnico par (Quniv, quniv), com Quuiv localmente livre de posto d sobre
Grass(V, d) e quniv: V @k Ograss(v,d) = Quniv, munido de isomorfismos

7s: Quniles — 057 Ts © quniv|U5 =4ds.

Demonstracdo. As matrizes gs:s = Mg,' satisfazem (C0) e (C2), logo a colagem

por matrizes de transicdo fornece Quuiv, localmente livre de posto d, e as
trivializagdes 75 com Tsngl = gg/s.

Além disso gs: = gs/sqs nas sobreposicdes, que é a hipdtese do lema de colagem
de morfismos, com E = V @k Ograss(v,q)- Ele fornece quniy com TS Quniv|Us = gs.
Cada gs é sobrejetora, logo quniv € sobrejetora. O

Falta uma observacdo, que é o ponto de tudo: este par é, ele préprio, um
elemento do funtor. J
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Parte I: o quociente universal

Quniv € um elemento do funtor

Basta aplicar a definicdo do funtor com T = Grass(V/, d) e conferir os trés
requisitos.
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Parte I: o quociente universal

Quniv € um elemento do funtor

Basta aplicar a definicdo do funtor com T = Grass(V/, d) e conferir os trés
requisitos.

O Fonte: quyiy estd definido sobre V @k Ograss(v,q), € ndo sobre V @, Oy.
Eo que a colagem de morfismos entregou.
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Parte I: o quociente universal

Quniv € um elemento do funtor

Basta aplicar a definicdo do funtor com T = Grass(V/, d) e conferir os trés
requisitos.

O Fonte: quyiy estd definido sobre V @k Ograss(v,q), € ndo sobre V @, Oy.
Eo que a colagem de morfismos entregou.

© Sobrejetividade: é condicdo local, e cada gs é sobrejetora.
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Parte I: o quociente universal

Quniv € um elemento do funtor

Basta aplicar a definicdo do funtor com T = Grass(V/, d) e conferir os trés

requisitos.
O Fonte: quyiy estd definido sobre V @k Ograss(v,q), € ndo sobre V @, Oy.
Eo que a colagem de morfismos entregou.
© Sobrejetividade: é condicdo local, e cada gs é sobrejetora.

© Alvo: Quuiv é localmente livre de posto d, com trivializacbes 7s. Em geral
ndo é livre: para d =1 ele é O(1).
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Parte I: o quociente universal

Quniv € um elemento do funtor

Basta aplicar a definicdo do funtor com T = Grass(V/, d) e conferir os trés

requisitos.
O Fonte: quyiy estd definido sobre V @k Ograss(v,q), € ndo sobre V @, Oy.
Eo que a colagem de morfismos entregou.
© Sobrejetividade: é condicdo local, e cada gs é sobrejetora.

© Alvo: Quuiv é localmente livre de posto d, com trivializacbes 7s. Em geral
ndo é livre: para d =1 ele é O(1).

A colagem determina o par a menos de isomorfismo Utnico do alvo, que é
exatamente a relacdo ~. Por isso escreve-se & := [Guniv]-
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Parte I: o quociente universal

Quniv € um elemento do funtor

Basta aplicar a definicdo do funtor com T = Grass(V/, d) e conferir os trés
requisitos.

O Fonte: quyiy estd definido sobre V @k Ograss(v,q), € ndo sobre V @, Oy.
Eo que a colagem de morfismos entregou.
© Sobrejetividade: é condicdo local, e cada gs é sobrejetora.

© Alvo: Quuiv é localmente livre de posto d, com trivializacbes 7s. Em geral
ndo é livre: para d =1 ele é O(1).

A colagem determina o par a menos de isomorfismo Unico do alvo, que é
exatamente a relacdo ~. Por isso escreve-se & := [Guniv]-

¢ € Grass(V, d)(Grass(V,d)). A Lacuna 1 estd fechada. Se o funtor exigisse
alvo livre, o item 3 falharia e a grassmanniana n3o seria representavel.
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Parte I: o quociente universal

As trivializacoes sdao candnicas

Teorema

T = (qunivEs)fl e, sobre Us N Us/,

TS’ O7'5_1 :gszs: Ms_,l

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 16 / 36



Parte I: o quociente universal

As trivializacoes sdao candnicas

Teorema

T = (qunivEs)fl e, sobre Us N Us/,

TS’ O7'5_1 :gszs: Ms_,l

Demonstracdo. Compondo Tsquniv = gs com Es:
s (qunivES) = q5E5 = ld’

e Ts é isomorfismo, logo qunivEs = Tgl.
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As trivializacoes sdao candnicas

Teorema

T = (qunivEs)fl e, sobre Us N Us/,

TS’ O7'5_1 :gszs: Ms_,l

Demonstracdo. Compondo Tsquniv = gs com Es:
s (qunivES) = q5E5 = ld’

e Ts é isomorfismo, logo qunivEs = Tgl. A segunda identidade é 75/ = 0s/575
composta com Tgl. O
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Parte I: o quociente universal

As trivializacoes sao candnicas

Teorema

Ts = (qunivEs)fl e, sobre Us N Us/,

TS’ O7'5_1 :gszs: Ms_,l

Demonstracdo. Compondo Tsquniv = gs com Es:
s (qunivES) = q5E5 = ld’

e Ts é isomorfismo, logo qunivEs = Tgl. A segunda identidade é 75/ = O5/5Ts
composta com Tgl. O

Definicao

As gs/s sdo as matrizes de transicdo de Qv relativas ao recobrimento {Us} e
as trivializagdes Ts.
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Parte I: o quociente universal

As trivializacoes sao candnicas

Teorema

Ts = (qunivEs)fl e, sobre Us N Us/,

TS’ O7'5_1 :gszs: Ms_,l

Demonstracdo. Compondo Tsquniv = gs com Es:
s (qunivES) = q5E5 = ld’

e Ts é isomorfismo, logo qunivEs = Tgl. A segunda identidade é 75/ = O5/5Ts
composta com Tgl. O

Definicao

As gs/s sdo as matrizes de transicdo de Qv relativas ao recobrimento {Us} e
as trivializagdes Ts.

Nenhuma escolha foi feita: a trivializacdo na carta S é a inversa da selecdo das
colunas de S. J
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Parte I: o quociente universal

Cuidado: duas transicoes diferentes

Retomando a distincdo anunciada, agora com as trivializagdes em maos.
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Parte I: o quociente universal

Cuidado: duas transicoes diferentes

Retomando a distincdo anunciada, agora com as trivializagdes em maos.

(i) Mudanca de coordenadas da base

As coordenadas A’ da carta Us: em func3o de A s3o as entradas das
colunas fora de S’ do produto. E o isomorfismo g5 entre abertos de
A9(n=d) ysado para colar o esquema.
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Parte I: o quociente universal

Cuidado: duas transicoes diferentes

Retomando a distincdo anunciada, agora com as trivializagdes em maos.

(i) Mudanca de coordenadas da base

As coordenadas A’ da carta Us: em func3o de A s3o as entradas das
colunas fora de S’ do produto. E o isomorfismo g5 entre abertos de
A9(n=d) ysado para colar o esquema.

(i) Transicdo do fibrado

gsis = MS_,1 é o fator que multiplica a esquerda. E um elemento de GL4
sobre a sobreposicdo, e compara 75 com Tg:.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 17 /36



Parte I: o quociente universal

Cuidado: duas transicoes diferentes

Retomando a distincdo anunciada, agora com as trivializagdes em maos.

(i) Mudanca de coordenadas da base

As coordenadas A’ da carta Us: em func3o de A s3o as entradas das
colunas fora de S’ do produto. E o isomorfismo g5 entre abertos de
A9(n=d) ysado para colar o esquema.

(i) Transicdo do fibrado

gsis = MS_,1 é o fator que multiplica a esquerda. E um elemento de GL4
sobre a sobreposicdo, e compara 75 com Tg:.

Mesma conta, duas leituras: as entradas do produto descrevem o ponto; o
fator descreve o fibrado.
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O caso d =1: Quiv = O(1)

Cartas Uyjy, com M a matriz 1 x n normalizada por 1 na posi¢do i e M, = a; a
sua j-ésima entrada:

Uiy MUy ={a; 0}, gy =3 € 0%,
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O caso d =1: Quiv = O(1)

Cartas Uyjy, com M a matriz 1 x n normalizada por 1 na posi¢do i e M, = a; a
sua j-ésima entrada:

Uiy UGy = {2 # 0}, gy =2 € 0%
Identificando Uy;y com {x; # 0} C P"!, tem-se a; = x;/x; e

Xi

Xj

Uiy =

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 18 /36



O caso d =1: Quiv = O(1)

Cartas Uyjy, com M a matriz 1 x n normalizada por 1 na posi¢do i e M, = a; a
sua j-ésima entrada:

Uiy UGy = {2 # 0}, gy =2 € 0%
Identificando Uy;y com {x; # 0} C P"!, tem-se a; = x;/x; e

Xi

Sy =

Xj

Reconhecimento

Uma segdo de O(1) escreve-se s = fix; na carta i e s = fjx; na carta j, donde
fi = fi(xi/x;). E o mesmo cociclo, logo

Qliniy = O]P’(V)(]-)a quniv(ej) = Xj.
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O caso d =1: Quiv = O(1)

Cartas Uyjy, com M a matriz 1 x n normalizada por 1 na posi¢do i e M, = a; a
sua j-ésima entrada:

Uiy UGy = {2 # 0}, gy =2 € 0%
Identificando Uy;y com {x; # 0} C P"!, tem-se a; = x;/x; e
Xi

Sy =

Xj

Reconhecimento

Uma segdo de O(1) escreve-se s = fix; na carta i e s = f;x; na carta j, donde
fi = fi(xi/x;). E o mesmo cociclo, logo

Quniv = Op(v)(1), Guniv(€j) = Xj.

“Quniv € localmente livre de posto 1" n3o permite calcular nada. Com o cociclo,
identifica-se o feixe. J
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Parte I: o quociente universal

Balanco da Parte |

Temos agora um par
(Grass(V,d), €), &= [quniv] € Grass(V, d)(Grass(V, d)),
e portanto, pelo lema de Yoneda, uma transformac¢do natural

n: hGrass(V,d) — M( Vv, d), nT(f) = [f*quniv]-
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Parte I: o quociente universal

Balanco da Parte |
Temos agora um par

(Grass(V,d), €), € = [quniv] € Grass(V, d)(Grass(V, d)),
e portanto, pelo lema de Yoneda, uma transformac¢do natural

n: hGrass(V,d) — M( Vv, d), nT(f) = [f*quniv]-

Esta bem definida

f* é exato a direita, logo preserva sobrejecGes, e preserva médulos
localmente livres de posto d. A naturalidade é (g o f)* = f*g*.
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Parte I: o quociente universal

Balanco da Parte |
Temos agora um par

(Grass(V,d), €), € = [quniv] € Grass(V, d)(Grass(V, d)),
e portanto, pelo lema de Yoneda, uma transformac¢do natural

n: hGrass(V,d) — M( Vv, d), nT(f) = [f*quniv]-

Esta bem definida

f* é exato a direita, logo preserva sobrejecGes, e preserva médulos
localmente livres de posto d. A naturalidade é (g o f)* = f*g*.

Lacuna 2

Representar o funtor significa: 1 é bijetora para todo T. E o que resta
provar.
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A estratégia

Dado g: V® O — Q, queremos produzir um tnico f: T — Grass(V/, d)
com f*quniv ~dq.
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Parte Il: representabilidade

A estratégia

Dado g: V® O — Q, queremos produzir um tnico f: T — Grass(V/, d)
com f*quniv ~dq.

Onde f deve mandar cada ponto

Se f existe e f(t) € Us, entdo perto de t o quociente g tem a forma
normalizada da carta S. Isso s6 é possivel onde gEs é isomorfismo.
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A estratégia

Dado g: V® O — Q, queremos produzir um tnico f: T — Grass(V/, d)
com f*quniv ~dq.

Onde f deve mandar cada ponto

Se f existe e f(t) € Us, entdo perto de t o quociente g tem a forma
normalizada da carta S. Isso s6 é possivel onde gEs é isomorfismo.

Os trés ingredientes

@ ‘“gEs é isomorfismo” recorta um aberto Ts C T;

@ esses abertos recobrem T;

© sobre Tgs, os morfismos Ts — Us sdo exatamente as matrizes
normalizadas.

.
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A estratégia

Dado g: V® O — Q, queremos produzir um tnico f: T — Grass(V/, d)
com f*quniv ~dq.

Onde f deve mandar cada ponto

Se f existe e f(t) € Us, entdo perto de t o quociente g tem a forma
normalizada da carta S. Isso s6 é possivel onde gEs é isomorfismo.

Os trés ingredientes

@ ‘“gEs é isomorfismo” recorta um aberto Ts C T;

@ esses abertos recobrem T;

© sobre Tgs, os morfismos Ts — Us sdo exatamente as matrizes
normalizadas.

.

Antes disso, a linguagem: o que significa dizer que as cartas recobrem o
funtor, e n3o um espaco.
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Subfuntor

Definicao

Seja F: Schy” — Set. Um subfuntor G C F é o dado, para cada T, de um
subconjunto G(T) C F(T) sujeito a estabilidade por pullback:

F(f)(G(T)) c G(T')  paratodo f: T' — T.
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Subfuntor

Definicao

Seja F: Schy” — Set. Um subfuntor G C F é o dado, para cada T, de um
subconjunto G(T) C F(T) sujeito a estabilidade por pullback:

F(f)(G(T)) c G(T')  paratodo f: T' — T.

O que a condigdo garante

Ela é o necessario para que G seja funtor: G(f) é a restricido de F(f). As
inclusdes ddo uma transformag¢do natural G — F com componentes injetoras.
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Subfuntor

Definicao

Seja F: Schy” — Set. Um subfuntor G C F é o dado, para cada T, de um
subconjunto G(T) C F(T) sujeito a estabilidade por pullback:

F(f)(G(T)) C G(T') para todo f: T — T.

O que a condigdo garante

Ela é o necessario para que G seja funtor: G(f) é a restricido de F(f). As
inclusdes ddo uma transformag¢do natural G — F com componentes injetoras.

Para U C X aberto, hy(T) ={g: T — X : g(T) C U} é subfuntor de hx: se
g(T) C U, entdo (gof)(T') C U.

\
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Subfuntor

Definicao

Seja F: SchilD — Set. Um subfuntor G C F é o dado, para cada T, de um
subconjunto G(T) C F(T) sujeito a estabilidade por pullback:

F(f)(G(T)) C G(T') para todo f: T — T.

O que a condigdo garante

Ela é o necessario para que G seja funtor: G(f) é a restricido de F(f). As
inclusdes ddo uma transformag¢do natural G — F com componentes injetoras.

Para U C X aberto, hy(T) ={g: T — X : g(T) C U} é subfuntor de hx: se
g(T) C U, entdo (gof)(T') C U.

\

Um subfuntor é uma propriedade que sobrevive a pullbacks. J
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Subfuntor aberto

Definicao

G C F é aberto se para todo T e todo & € F(T) existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T' — T,

F(f)(&) € G(T") «— f(T')C Te.
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Subfuntor aberto

Definicao
G C F é aberto se para todo T e todo & € F(T) existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T' — T,

F(f)(&) € G(T") «— f(T')C Te.

.

Unicidade de T¢

Testando com os morfismos Speck(t) — T, vé-se que t € Tz <= &lspec k() € G. Isso
determina T¢ como conjunto.

.
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Parte Il: representabilidade

Subfuntor aberto

Definicao
G C F é aberto se para todo T e todo & € F(T) existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T' — T,

F(f)(&) € G(T") «— f(T')C Te.

| \.

Unicidade de T¢

Testando com os morfismos Speck(t) — T, vé-se que t € Tz <= &lspec k() € G. Isso
determina T¢ como conjunto.

T¢ depende de dois dados

| A\

Da propriedade G e do elemento £&. Com vdrios subfuntores em jogo, ambos entram na
notagao.
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Parte |lI: representabilidade

Subfuntor aberto

Definicao

G C F é aberto se para todo T e todo & € F(T) existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T' — T,

F(f)(&) € G(T") «— f(T')C Te.

Unicidade de T¢

Testando com os morfismos Speck(t) — T, vé-se que t € Tz <= &lspec k() € G. Isso
determina T¢ como conjunto.

| A\

T¢ depende de dois dados

| A\

Da propriedade G e do elemento £&. Com vdrios subfuntores em jogo, ambos entram na
notagao.

Para F = hx, os subfuntores abertos sdo os hy. Para Grass(V, d), é isto que os Us
precisam ser.
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Parte Il: representabilidade

Recobrimento de um funtor

Definicao

Seja {Gq }aer uma familia de subfuntores abertos de F, e seja T¢ o C T o aberto
associado a G, e a £&. A familia recobre F se

U Teo =T  paratodo T etodo & € F(T).
a€el
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Parte Il: representabilidade

Recobrimento de um funtor

Definicao

Seja {Gq }aer uma familia de subfuntores abertos de F, e seja T¢ o C T o aberto
associado a G, e a £&. A familia recobre F se

U Teo =T  paratodo T etodo & € F(T).

ael

O dicionario para o resto da aula

/Z{SC{].,...,I?} . |5|=d}7 G_g:Us, T§,5=Tq55,

onde q representa . Quando £ estiver claro, abreviamos Ts := T¢ s.
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Parte |lI: representabilidade

Recobrimento de um funtor

Definicao
Seja {Gq }aer uma familia de subfuntores abertos de F, e seja T¢ o C T o aberto
associado a G, e a £&. A familia recobre F se

U Teo =T  paratodo T etodo & € F(T).
a€el

O dicionario para o resto da aula

/Z{SC{].,...,I?} . |5|=d}7 G5=U5, Tg,_g:TqES,

onde q representa . Quando £ estiver claro, abreviamos Ts := T¢ s.

Duas quantificagdes a ndo perder de vista: o recobrimento tem de valer para
todo T e todo elemento do funtor sobre ele, ndo apenas para T = Spec k.
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Parte Il: representabilidade

As cartas em familias

Definicao
Us(T) :={[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.
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Parte Il: representabilidade

As cartas em familias

Definicao
Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.

E subfuntor

Boa definicio: se ¢' = g com 6 isomorfismo, entdo q'Es = 0(gEs) por
(E1), e compor com isomorfismo n3o altera a condigdo.

A\,
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Parte Il: representabilidade

As cartas em familias

Definicao
Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.

E subfuntor

Boa definicio: se ¢' = g com 6 isomorfismo, entdo q'Es = 0(gEs) por
(E1), e compor com isomorfismo n3o altera a condigdo.

Estabilidade: (f*q)Es = f*(qgEs) por (E2), e o pullback de um
isomorfismo é isomorfismo.

| \

A\,
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Parte Il: representabilidade

As cartas em familias

Definicao
Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.

E subfuntor
Boa definicio: se ¢' = g com 6 isomorfismo, entdo q'Es = 0(gEs) por
(E1), e compor com isomorfismo n3o altera a condigdo.

Estabilidade: (f*q)Es = f*(qgEs) por (E2), e o pullback de um
isomorfismo é isomorfismo.

Para T = Spec k isto é exatamente det Ms # 0: recuperamos a defini¢do
da Aula 9a, agora valida sobre qualquer base.
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Parte Il: representabilidade

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um tnico representante ® com
®Es = Iy, a saber = (gEs) ™ 'q.
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Parte Il: representabilidade

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um tnico representante ® com
®Es = Iy, a saber = (gEs) ™ 'q.

Demonstracio. qEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte é livre, o que d4 a primeira
afirmac3o.
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Parte Il: representabilidade

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um tnico representante ® com
®Es = Iy, a saber = (gEs) ™ 'q.

Demonstracio. qEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte é livre, o que d4 a primeira
afirmac3o.

Existéncia: com T := (qu)_1 e ®:=171q, tem-se PEs = 7 gEs = id.
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Parte Il: representabilidade

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um tnico representante ® com
®Es = Iy, a saber = (gEs) ™ 'q.

Demonstracio. qEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte é livre, o que d4 a primeira
afirmac3o.
Existéncia: com T := (qu)_1 e ®:=171q, tem-se PEs = 7 gEs = id.
Unicidade: dois representantes com alvo livre diferem por ' = g®, g € GL4(O7); pela
equivariancia,

/d:q)/Es:gd)Es:g. O
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Parte Il: representabilidade

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um tnico representante ® com
®Es = Iy, a saber = (gEs) ™ 'q.

Demonstracio. qEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte é livre, o que d4 a primeira
afirmac3o.
Existéncia: com T := (qu)_1 e ®:=171q, tem-se PEs = 7 gEs = id.
Unicidade: dois representantes com alvo livre diferem por ' = g®, g € GL4(O7); pela
equivariancia,

/d:q)/Es:gd)Es:g. O

A normalizagdo mata exatamente a liberdade de GLg4

quocientes médulo isomorfismo — escolha da carta S — ®Es = Iy — representante

E a versio em familias do fato da Aula 9a: a agdo de GLy nas matrizes de posto
maximo ¢é livre. Esta é a ponte entre as duas aulas.
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Parte Il: representabilidade

Morfismos para o espaco afim

Teorema

Para todo T e todo N, Homge,, (T,AN) = T(T,07)N, por
g (g%(x),....g% (xw)).
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Parte Il: representabilidade

Morfismos para o espacgo afim

Teorema

Para todo T e todo N, Homge,, (T,AN) = T(T,07)N, por
g (g%(x),....g% (xw)).

Razio. Hom(T,Spec R) = Homy.,ig(R,T(T,O7)), € um homomorfismo
a partir de k[xg,...,xy]| é livremente determinado pelas imagens dos x;. [J
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Parte Il: representabilidade

Morfismos para o espacgo afim

Teorema

Para todo T e todo N, Homge,, (T,AN) = T(T,07)N, por
g (g%(x),....g% (xw)).

Razio. Hom(T,Spec R) = Homy.,ig(R,T(T,O7)), € um homomorfismo
a partir de k[xg,...,xy]| é livremente determinado pelas imagens dos x;. [J

Com N =d(n—d): um morfismo T — Us é uma matriz A de se¢Bes
globais. Falta ver que essas matrizes s3o exatamente os elementos de

Us(T).
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Parte Il: representabilidade

A carta representa Us

Escreva N := d(n — d), de modo que Us = A" tem coordenadas A = (a;).
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Parte Il: representabilidade

A carta representa Us

Escreva N := d(n — d), de modo que Us = A" tem coordenadas A = (a;).

Teorema

Para todo T, a aplicagdo
HOIII(T7 Us) — U5(T), fr— [f*qs],

é bijetora, e a forma normalizada de f*qs é [y | f#(A)].
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Parte Il: representabilidade

A carta representa Us

Escreva N := d(n — d), de modo que Us = A" tem coordenadas A = (a;).

Teorema

Para todo T, a aplicagdo
HOIII(T7 Us) — U5(T), fr— [f*qs],

é bijetora, e a forma normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. O pullback aplica f# entrada a entrada, logo f*qs = [y | f#(A)], que satisfaz
f*qs Es = ly: é sobrejetora, estd em Us(T), e ja normalizada.
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Parte Il: representabilidade

A carta representa Us

Escreva N := d(n — d), de modo que Us = A" tem coordenadas A = (a;).

Teorema

Para todo T, a aplicagdo
HOIII(T7 Us) — U5(T), fr— [f*qs],

é bijetora, e a forma normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. O pullback aplica f# entrada a entrada, logo f*qs = [y | f#(A)], que satisfaz
f*qs Es = ly: é sobrejetora, estd em Us(T), e ja normalizada.

Injetora. Se [f*qs] = [g*qs], as normalizadas coincidem, por unicidade; logo f#(A) = g#(A) e
f = g pelo teorema anterior.
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Parte Il: representabilidade

A carta representa Us

Escreva N := d(n — d), de modo que Us = A" tem coordenadas A = (a;).

Teorema

Para todo T, a aplicagdo
HOIII(T7 Us) — U5(T), f— [f*qs],

é bijetora, e a forma normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. O pullback aplica f# entrada a entrada, logo f*qs = [y | f#(A)], que satisfaz
f*qs Es = ly: é sobrejetora, estd em Us(T), e ja normalizada.

Injetora. Se [f*qs] = [g*qs], as normalizadas coincidem, por unicidade; logo f#(A) = g#(A) e
f = g pelo teorema anterior.

Sobrejetora. Dado [q] € Us(T) com normalizada ® = [y | Ag], a matriz Ag define f: T — AN
com f#(A) = Ag, e entdo f*qs = . O
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Parte Il: representabilidade

A carta representa Us

Escreva N := d(n — d), de modo que Us = A" tem coordenadas A = (a;).

Teorema

Para todo T, a aplicagdo
HOIII(T7 Us) — U5(T), f— [f*qs],

é bijetora, e a forma normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. O pullback aplica f# entrada a entrada, logo f*qs = [y | f#(A)], que satisfaz
f*qs Es = ly: é sobrejetora, estd em Us(T), e ja normalizada.

Injetora. Se [f*qs] = [g*qs], as normalizadas coincidem, por unicidade; logo f#(A) = g#(A) e
f = g pelo teorema anterior.

Sobrejetora. Dado [q] € Us(T) com normalizada ® = [y | Ag], a matriz Ag define f: T — AN
com f#(A) = Ag, e entdo f*qs = . O

Corolario

A bijecdo é natural em T, pois (g o f)* = f*g*. Logo Us = h,n: o espaco afim Ad(n—d)
representa Us, com elemento universal [gs]. Recobrir T pelos Ts e colar essas bijecdes serd a

prova geral.
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Parte Il: representabilidade

O lugar de isomorfismo

Teorema

Sejam @ localmente livre de posto d e u: O¢ — Q. Entdo

T,:={te T: u®nr(t) é isomorfismo}

é aberto, u|T, é isomorfismo, e f~1(T,)

= T¢«y. Em particular, f*u é
isomorfismo se e s6 se f(T') C T,.
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Parte |lI: representabilidade

O lugar de isomorfismo

Teorema

Sejam @ localmente livre de posto d e u: O¢ — Q. Entdo

T,:={te T: u®nr(t) é isomorfismo}

é aberto, u|T, é isomorfismo, e f~Y(T,) = T¢,. Em particular, f*u é
isomorfismo se e s6 se f(T') C T,,.

Passo 1: localizar

Num aberto W onde Q é livre, u|w é uma matriz quadrada M sobre O(W/).
Trocar a trivializacdo troca M por gM, o que multiplica det M por uma unidade.
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O lugar de isomorfismo

Teorema

Sejam @ localmente livre de posto d e u: O¢ — Q. Entdo

T,:={te T: u®nr(t) é isomorfismo}

é aberto, u|T, é isomorfismo, e f~Y(T,) = T¢,. Em particular, f*u é
isomorfismo se e s6 se f(T') C T,,.

Passo 1: localizar

Num aberto W onde Q é livre, u|w é uma matriz quadrada M sobre O(W/).
Trocar a trivializacdo troca M por gM, o que multiplica det M por uma unidade.

Passo 2: a condicao pontual

u® k(t) é a matriz M(t) sobre k(t), logo T, N W = {det M(t) # 0}, que é
aberto.
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Parte Il: representabilidade

O lugar de isomorfismo: conclusio

Passo 3: a adjunta

Sobre T, N W a secdo det M n3o se anula em ponto algum, logo é invertivel. De
M - adj(M) = adj(M) - M = det(M) Iy

segue M~' = (det M)~ adj(M): assim u é isomorfismo sobre T,.
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Parte |lI: representabilidade

O lugar de isomorfismo: conclusio

Passo 3: a adjunta

Sobre T, N W a secdo det M n3o se anula em ponto algum, logo é invertivel. De
M - adj(M) = adj(M) - M = det(M) Iy

segue M~' = (det M)~ adj(M): assim u é isomorfismo sobre T,.

Passo 4: pullback

A matriz de f*u é f#(M), e det f#(M) = f#(det M). A fibra em t' é M(t), com

t = f(t’), vista via o morfismo induzido nos corpos residuais <(f(t")) < r(t’), que é
injetor por ser homomorfismo de corpos. Logo det M(t) # O se e sé se a sua imagem é
n3o nula, isto é, F1(T,) = Tru. O

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 29 /36



Parte |lI: representabilidade

O lugar de isomorfismo: conclusio

Passo 3: a adjunta

Sobre T, N W a secdo det M n3o se anula em ponto algum, logo é invertivel. De
M - adj(M) = adj(M) - M = det(M) Iy

segue M~' = (det M)~ adj(M): assim u é isomorfismo sobre T,.

Passo 4: pullback

A matriz de f*u é f#(M), e det f#(M) = f#(det M). A fibra em t' é M(t), com

t = f(t’), vista via o morfismo induzido nos corpos residuais <(f(t")) < r(t’), que é
injetor por ser homomorfismo de corpos. Logo det M(t) # O se e sé se a sua imagem é
n3o nula, isto é, F1(T,) = Tru. O

As cartas s3o abertas

Com u=gqEs e (E2): f*¢ € Us(T') < f(T') C Tqes = Ts, que é a definicdo de
subfuntor aberto.
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Parte Il: representabilidade

As cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V,d)(T), tem-se Jjg_q Ts = T.
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Parte Il: representabilidade

As cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V,d)(T), tem-se Jjg_q Ts = T.

Demonstracdo. Sejat € T e §:=q® k(t): V@ k(t) = Q @ k(t).
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Parte Il: representabilidade

As cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V,d)(T), tem-se Jjg_q Ts = T.

Demonstracdo. Sejat € T e §:=q® k(t): V@ k(t) = Q @ k(t).
Ela é sobrejetora, pois ® é exato a direita, e o alvo tem dimensao d.
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Parte Il: representabilidade

As cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V,d)(T), tem-se Jjg_q Ts = T.

Demonstracdo. Sejat € T e §:=q® k(t): V@ k(t) = Q @ k(t).

Ela é sobrejetora, pois ® é exato a direita, e o alvo tem dimensao d.
Os vetores g(e1), - .., g(en) geram esse espaco; de um conjunto gerador
extrai-se uma base com d elementos.
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Parte Il: representabilidade

As cartas recobrem

Teorema
Para todo T e todo [q] € Grass(V,d)(T), tem-se Jjg_q Ts = T.

Demonstracdo. Sejat € T e §:=q® k(t): V@ k(t) = Q @ k(t).

Ela é sobrejetora, pois ® é exato a direita, e o alvo tem dimensao d.

Os vetores g(e1), - .., g(en) geram esse espaco; de um conjunto gerador
extrai-se uma base com d elementos.

Seja S o conjunto dos d indices extraidos: as colunas de § indexadas por
S formam base, isto ¢, t € Ts. O
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Parte Il: representabilidade

As cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V,d)(T), tem-se Jjg_q Ts = T.

Demonstracdo. Sejat € T e §:=q® k(t): V@ k(t) = Q @ k(t).

Ela é sobrejetora, pois ® é exato a direita, e o alvo tem dimensao d.

Os vetores g(e1), - .., g(en) geram esse espaco; de um conjunto gerador
extrai-se uma base com d elementos.

Seja S o conjunto dos d indices extraidos: as colunas de § indexadas por
S formam base, isto ¢, t € Ts. O

Versdo em familias da observacdo da Aula 9a: nenhum S serve para todos
os pontos, mas cada ponto admite algum. J
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Parte Il: representabilidade

O critério de representabilidade de Zariski

Seja F: Schy® — Set um funtor, como Grass(V, d).
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O critério de representabilidade de Zariski

Seja F: Schy® — Set um funtor, como Grass(V, d).

Definicao

F é um feixe de Zariski se, para todo T e todo recobrimento aberto T = J; Wi:
(S) dois elementos de F(T) cujas restricdes a cada W; coincidem s3o iguais;

(C) elementos & € F(W;) cujas restricdes a W; N W; coincidem provém de um
£e€F(T).
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O critério de representabilidade de Zariski

Seja F: Schy® — Set um funtor, como Grass(V, d).

Definicao

F é um feixe de Zariski se, para todo T e todo recobrimento aberto T = J; Wi:
(S) dois elementos de F(T) cujas restricdes a cada W; coincidem s3o iguais;

(C) elementos & € F(W;) cujas restricdes a W; N W; coincidem provém de um
£e€F(T).

Grass(V/, d) é feixe de Zariski

(S) a relagéo do funtor é por niicleos, e niicleos sdo subfeixes, logo determinados
localmente. (C) feixes, morfismos e sobrejecdes colam.
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Parte |lI: representabilidade

O critério de representabilidade de Zariski

Seja F: Schy® — Set um funtor, como Grass(V, d).

Definicao

F é um feixe de Zariski se, para todo T e todo recobrimento aberto T = J; Wi:
(S) dois elementos de F(T) cujas restricdes a cada W; coincidem s3o iguais;

(C) elementos & € F(W;) cujas restricdes a W; N W; coincidem provém de um
£e€F(T).

Grass(V/, d) é feixe de Zariski

(S) a relagéo do funtor é por niicleos, e niicleos sdo subfeixes, logo determinados
localmente. (C) feixes, morfismos e sobrejecdes colam.

Teorema (Critério)

Se F é€ feixe de Zariski e admite uma familia de subfuntores abertos que o recobre, cada
um representadvel, entdo F € representdvel, pelo esquema colado a partir das pecas.
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Parte Il: representabilidade

O teorema de representabilidade

Teorema

Para todo k-esquema T, a aplicacdo

nt: Hom(T, Grass(V, d)) — Grass(V, d)(T), f— [F* Guniv]»

€ bijetora. Isto ¢, (Grass(V, d), quniv) representa o funtor de Grassmann.
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Parte |lI: representabilidade

O teorema de representabilidade

Teorema

Para todo k-esquema T, a aplicacdo
nr: Hom(T, Grass(V, d)) — Grass(V,d)(T), f — [f*quniv],

€ bijetora. Isto ¢, (Grass(V, d), quniv) representa o funtor de Grassmann.

O que a prova vai usar

@ as cartas em familias e a unicidade da forma normalizada;
@ o teorema da carta, Hom( T, Us) = Us(T);
@ o lugar de isomorfismo e o recobrimento { Ts};

@ o axioma (S) do feixe de Zariski, duas vezes.

Charles Almeida (UFMG) O quociente universal e a representabilidade 32/36



Sobrejetividade

Seja [q] € Grass(V,d)(T).
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Parte Il: representabilidade

Sobrejetividade

Seja [q] € Grass(V,d)(T).

Passo 1: os abertos

Ts = Tyes é aberto, e os Ts recobrem T.
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Passo 1: os abertos

Ts = Tyes é aberto, e os Ts recobrem T.

Passo 2: o morfismo em cada carta

Sobre Ts a forma normalizada é ® = [/, | A], com A € [(Ts, O)V; essa matriz é
um morfismo fs: Ts — AN = Us C Grass(V, d).
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Sobrejetividade

Seja [q] € Grass(V,d)(T).

Passo 1: os abertos

Ts = Tyes é aberto, e os Ts recobrem T.

Passo 2: o morfismo em cada carta

Sobre Ts a forma normalizada é ® = [/, | A], com A € [(Ts, O)V; essa matriz é
um morfismo fs: Ts — AN = Us C Grass(V, d).

Passo 3: ele resolve o problema em Ts

Pelo teorema da carta, f&qs = ®, isto é, nr,(fs) = [q] ]

E a razdo do nome tautoldgico: especializar a matriz genérica devolve o préprio
ponto.
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Parte Il: representabilidade

Sobrejetividade: a colagem

Passo 4: os fs coincidem nas sobreposi¢cdes

Como Us N Us: = D(det Ms/) e f&qs = &,

fo ' (Us') = { det(®Es) #0} = Ts N Tsr.
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fo ' (Us') = { det(®Es) #0} = Ts N Tsr.

Sobre Ts N Ts/, tanto fs quanto fs/ sdo morfismos para Us: cuja matriz

normalizada na carta S’ é a normalizada de g, que é Unica. Pela bijecdo
Hom(—, Us/) = {matrizes normalizadas}, tem-se fs = fs:.
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Passo 4: os fs coincidem nas sobreposi¢cdes
Como Us N Us: = D(det Ms/) e f&qs = &,

fo ' (Us') = { det(®Es) #0} = Ts N Tsr.

Sobre Ts N Ts/, tanto fs quanto fs/ sdo morfismos para Us: cuja matriz
normalizada na carta S’ é a normalizada de g, que é Unica. Pela bijecdo
Hom(—, Us/) = {matrizes normalizadas}, tem-se fs = fs:.

Passo 5: colar

Os fs colam num morfismo : T — Grass(V, d). A igualdade n7(f) = [q] vale
sobre cada Ts, logo vale sobre T, pela separacdo (S). O
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Parte |lI: representabilidade

Sobrejetividade: a colagem

Passo 4: os fs coincidem nas sobreposi¢cdes
Como Us N Us: = D(det Ms/) e f&qs = &,

fo ' (Us') = { det(®Es) #0} = Ts N Tsr.

Sobre Ts N Ts/, tanto fs quanto fs/ sdo morfismos para Us: cuja matriz
normalizada na carta S’ é a normalizada de g, que é Unica. Pela bijecdo
Hom(—, Us/) = {matrizes normalizadas}, tem-se fs = fs:.

Passo 5: colar

Os fs colam num morfismo : T — Grass(V, d). A igualdade n7(f) = [q] vale
sobre cada Ts, logo vale sobre T, pela separacdo (S). O

Note que a unicidade da forma normalizada foi usada duas vezes: para definir fs e
para colar.
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Injetividade

Sejam f,g: T — Grass(V,d) com nr(f) =n7(g) =: [q].
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Parte Il: representabilidade

Injetividade

Sejam f,g: T — Grass(V,d) com nr(f) =n7(g) =: [q].

Passo 1: as pré-imagens das cartas coincidem

Pelo lugar de isomorfismo aplicado a qunivEs, € como *(gunivEs) = gEs, tem-se
f_l(Us) = Tqu =T = g_l(Us).
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Passo 2: em cada carta

Sobre Ts, ambos sdo morfismos para Us, e a matriz normalizada de cada um é a
normalizada de g, que é tnica. Logo f|7. = g|1s-
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Sejam f,g: T — Grass(V,d) com nr(f) =n7(g) =: [q].

Passo 1: as pré-imagens das cartas coincidem

Pelo lugar de isomorfismo aplicado a qunivEs, € como *(gunivEs) = gEs, tem-se
f_l(Us) = Tqu =T = g_l(Us).

Passo 2: em cada carta

Sobre Ts, ambos sdo morfismos para Us, e a matriz normalizada de cada um é a
normalizada de g, que é tnica. Logo f|7. = g|1s-

Passo 3: colar

Os Ts recobrem T, e morfismos que coincidem num recobrimento aberto sdo
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Parte |lI: representabilidade

Injetividade

Sejam f,g: T — Grass(V,d) com nr(f) =n7(g) =: [q].

Passo 1: as pré-imagens das cartas coincidem

Pelo lugar de isomorfismo aplicado a qunivEs, € como *(gunivEs) = gEs, tem-se
f_l(Us) = Tqu =T = g_l(Us).

Passo 2: em cada carta

Sobre Ts, ambos sdo morfismos para Us, e a matriz normalizada de cada um é a
normalizada de g, que é tnica. Logo f|7. = g|1s-

Passo 3: colar

Os Ts recobrem T, e morfismos que coincidem num recobrimento aberto sdo
iguais. ]

Lacuna 2 fechada: Grass(V/, d) é um espago de méduli fino, com objeto universal

Quniv -
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Sintese

© Os candidatos gs comparam-se nas sobreposices por um (nico
isomorfismo do alvo, a multiplicacdo por gg/s = Ms_l.
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Sintese

© Os candidatos gs comparam-se nas sobreposices por um (nico
isomorfismo do alvo, a multiplicacdo por gg/s = Mgl.

@ A identidade Mg, = M2 Ms:, que na Aula 9a colou o esquema, é o
cociclo que agora cola o feixe: existe quniv, com trivializagGes
candnicas 7s = (QunivEs) L.
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Sintese
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cociclo que agora cola o feixe: existe quniv, com trivializagGes
candnicas 7s = (QunivEs) L.
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funtor.

@ Recobrir, resolver em cada carta e colar prova que nt € bijetora:
(Grass(V, d), Guniv) representa Grass(V, d).
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Sintese

© Os candidatos gs comparam-se nas sobreposices por um (nico
isomorfismo do alvo, a multiplicacdo por gg/s = Mgl.

@ A identidade Mg, = I\/Is_,ll\/lsn, que na Aula 9a colou o esquema, é o
cociclo que agora cola o feixe: existe quniv, com trivializagGes
candnicas 7s = (QunivEs) L.

© As cartas Us sdo subfuntores abertos, representdveis, e recobrem o
funtor.

@ Recobrir, resolver em cada carta e colar prova que nt € bijetora:
(Grass(V, d), Guniv) representa Grass(V, d).

Aula seguinte

det Quniv, as coordenadas de Pliicker e o mergulho de Grass(V, d) num
espaco projetivo.
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