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A representabilidade.
© Onde estamos: o par (Grass(V, d), quniv) € a transformacgo 7.
@ A linguagem: subfuntores abertos, recobrimentos, feixes de Zariski.
© O lema de colagem: um critério geral para 7 ser bijetora.
@ Verificagcdo das hipdteses do lema para a Grassmanniana.

© Conclusao e o caso d = 1: morfismos para o espaco projetivo.

Uma sé linha de prova

N3o vamos provar a bijetividade de  “na mao” e depois invocar um
critério abstrato. Vamos provar o critério uma vez, em geral, e em
seguida verificar as suas hipéteses uma a uma. Toda a algebra linear em
familias fica concentrada na Parte 4.
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Recapitulacdo: o funtor de Grassmann

Defini¢do (Aulas 10 e 11)

Para cada k-esquema T,

Grass(V,d)(T)={q: V&, Or > Q | Q loc. livre de posto d } /~,

onde g~ q <= Kerq=Kerq', ef: T' — T age por pullback, [g] — [f*q].
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Defini¢do (Aulas 10 e 11)

Para cada k-esquema T,

Grass(V,d)(T)={q: V&, Or > Q ] Q loc. livre de posto d } /~,

onde g~ q <= Kerq=Kerq', ef: T' — T age por pullback, [g] — [f*q].

A relacdo ~, dita de outro modo

|

g ~ g se e s6 se existe um isomorfismo 0: Q — Q' com g’ = fq. De fato, se
Ker g = Ker ¢/, entdo Q e Q' sdo ambos o cociente de V ® O pelo mesmo
subfeixe, e 6 é o isomorfismo induzido. Reciprocamente, se 6 é isomorfismo,
entdo Ker (Aq) = Ker q.
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Defini¢do (Aulas 10 e 11)

Para cada k-esquema T,

Grass(V,d)(T)={q: V&, Or > Q ] Q loc. livre de posto d } /~,

onde g~ q <= Kerq=Kerq', ef: T' — T age por pullback, [g] — [f*q].

A relacdo ~, dita de outro modo

|

g ~ g se e s6 se existe um isomorfismo 0: Q — Q' com g’ = fq. De fato, se
Ker g = Ker ¢/, entdo Q e Q' sdo ambos o cociente de V ® O pelo mesmo
subfeixe, e 6 é o isomorfismo induzido. Reciprocamente, se 6 é isomorfismo,
entdo Ker (Aq) = Ker g.

Dois pontos a reter

O alvo Q nao é fixado: faz parte do dado, e exige-se apenas que seja localmente
livre. E T é arbitrario: nada impede tomar T = Grass(V, d).
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Convencdes: as colunas indexadas por S

Fixe V = k" com base e;,...,e,. Para S={s; < --- <sq} C {1,...,n},
E520¢—>V®k(9r, gi—r e ® 1.

Para q: V ® O — Q escrevemos qEs := qo Es: 0% — Q.
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Convencdes: as colunas indexadas por S

Fixe V = k" com base e;,...,e,. Para S={s; < --- <sq} C {1,...,n},
Es: 08 — V@01, g+ e, ®1.

Para q: V ® O — Q escrevemos qEs := qo Es: 0% — Q.

Sobre T = Spec k

g é uma matriz M, d X n, de posto d, e gEs = Ms é a submatriz d x d das
colunas indexadas por S.

\

Duas identidades usadas em toda a aula
(E1) (0q)Es = 0(qgEs): é a associatividade da composicio.

(E2) (f*q)Es = f*(qEs): f* preserva composicdes e f*Es = Es, pois Es é dada
por uma matriz de constantes 0 e 1, e f# fixa as constantes.

A\
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Recapitulagdo: o esquema e o quociente universal (Aula
11)

Escreva N := d(n — d).

Us := AN = Spec k[ajj], com o quociente tautoldgico gs: OZ}S — Ogs dado pela matriz M>

cujas colunas indexadas por S formam /Iy e as restantes formam A = (a;;). Abreviamos
qs = [la | A].
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A\,

A colagem

Us N Us = D(det Mg,) C Us, e Grass(V,d) = U|5\:d Us. Os gs colam num quociente global

Guniv - Vv Rk OGrass(V,d) =z Quniv7 quniv‘Us ~ qs para todo S.
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cujas colunas indexadas por S formam /Iy e as restantes formam A = (a;;). Abreviamos
qs = [la | A].

A\,

A colagem

Us N Us = D(det Mg,) C Us, e Grass(V,d) = U|5\:d Us. Os gs colam num quociente global

Guniv - Vv Rk OGrass(V,d) =z Quniv7 quniv‘Us ~ qs para todo S.

Consequéncia pontual (serd usada na Parte 4)

Para t € Grass(V,d) e S’ com t € Uss:
t € Us < det Mg/(t) # 0 <= as colunas S de guniv ® K(t) formam base, pois sobre Us/

4 . . ~ .
tem-se quniv ~ gsr = M® , e compor com um isomorfismo do alvo n3o altera se um conjunto
de colunas é base.

v
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O que temos e o que falta

Temos um par
(Grass(V,d), €), &= [quniv] € Grass(V, d)(Grass(V, d)),
e portanto, pelo lema de Yoneda, uma transformac¢do natural

n: hGrass(V,d) — M( Vv, d), nT(f) = [f*quniv]-
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Est3d bem definida e é natural

f* é exato a direita, logo preserva sobrejecGes, e preserva médulos
localmente livres de posto d. A naturalidade é (g o f)* = f*g*.
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O que temos e o que falta
Temos um par

(Grass(V,d), €), € = [quniv] € Grass(V, d)(Grass(V, d)),
e portanto, pelo lema de Yoneda, uma transformac¢do natural

n: hGrass(V,d) — M( Vv, d), nT(f) = [f*quniv]-

Est3d bem definida e é natural

f* é exato a direita, logo preserva sobrejecGes, e preserva médulos
localmente livres de posto d. A naturalidade é (g o f)* = f*g*.

Lacuna 2

Representar o funtor significa: 1 é bijetora para todo T. E o tnico
enunciado que falta provar.
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A estratégia

A ideia

Dado [q] sobre T, recobrimos T pelos abertos onde g “cai na carta S”,
resolvemos o problema em cada um desses abertos, onde ele é algebra linear
sobre um anel, e colamos as solug¢oes.
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resolvemos o problema em cada um desses abertos, onde ele é algebra linear
sobre um anel, e colamos as solug¢oes.

Como organizar isso

Esse argumento n3o depende de nada especifico da Grassmanniana além de cinco
propriedades. Vamos isold-lo num lema de colagem geral (Parte 3) e depois
verificar as cinco propriedades para Grass(V, d) (Parte 4).
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Dado [q] sobre T, recobrimos T pelos abertos onde g “cai na carta S”,

resolvemos o problema em cada um desses abertos, onde ele é algebra linear
sobre um anel, e colamos as solug¢oes.

Como organizar isso

Esse argumento n3o depende de nada especifico da Grassmanniana além de cinco
propriedades. Vamos isold-lo num lema de colagem geral (Parte 3) e depois
verificar as cinco propriedades para Grass(V, d) (Parte 4).

no lema geral na Grassmanniana

funtor F Grass(V, d)

esquema X, elemento £ € F(X) Grass(V,d), [Guniv]

abertos X, C X cartas Us = AN

subfuntores G, C F Us(T) :={[q] : gEs isomorfismo}
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Subfuntor

Definigao

Seja F: Sch,” — Set. Um subfuntor G C F é o dado, para cada T, de um
subconjunto G(T) C F(T) sujeito a estabilidade por pullback:

F(f)(G(T)) c G(T')  paratodo f: T' — T.
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Subfuntor

Definigao

Seja F: Sch,” — Set. Um subfuntor G C F é o dado, para cada T, de um
subconjunto G(T) C F(T) sujeito a estabilidade por pullback:

F(f)(G(T)) c G(T')  paratodo f: T' — T.

O que a condi¢do garante

Ela é exatamente o necessario para que G seja um funtor, com G(f) a restricdo
de F(f). As inclusdes G(T) C F(T) formam uma transformagdo natural G — F
com componentes injetoras.
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A linguagem

Seja U C X aberto. Ponha
G(T):={geHom(T,X) : g(T)cU} C hx(T).

G € subfuntor de hx: se g € G(T)ef: T'— T, entdo para cada t' € T’
tem-se (g o f)(t') = g(f(t')) € g(T) C U; logo

hx(f)(g) =gof € G(T'). G é representavel, por U: se g(T) C U, entdo
g 1(U) = T e g fatora de modo tinico como g =jogcom g: T — U e

Jj: U= X aimersdo aberta. A aplicagdo Hom(T,U) — G(T), g — jo g,
é portanto bijetora, e é natural em T. Isto é, G = hy.

9/32
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Subfuntor aberto

Defini¢do

G C F é aberto se, para todo T e todo § € F(T), existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T/ — T,

F(f)(€) € G(T') «— f(T')C Te.
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Subfuntor aberto

Defini¢do
G C F é aberto se, para todo T e todo § € F(T), existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T/ — T,

F(f)(€) € G(T') «— f(T')C Te.

Unicidade de T¢

Para um ponto t € T, aplique a condi¢do a f: Speck(t) — T: a imagem é {t}, logo
t € Te < &lspec(r) € G(Speck(t)). Isso determina T¢ como conjunto, a partir de G
e de &.

\
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t € Te < &lspec(r) € G(Speck(t)). Isso determina T¢ como conjunto, a partir de G
e de &.

Duas consequéncias imediatas

Com f a inclusdo de um aberto W C T: &|lw € G(W) < W C T¢. Em particular
£|TE € G(Tg), efe G(T) < Tg =T.
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Subfuntor aberto

Defini¢do
G C F é aberto se, para todo T e todo § € F(T), existe um aberto T¢ C T tal que,
paratodo f: T/ — T,

F(f)(€) € G(T') «— f(T')C Te.

Unicidade de T¢
Para um ponto t € T, aplique a condi¢do a f: Speck(t) — T: a imagem é {t}, logo

t € Te < &lspec(r) € G(Speck(t)). Isso determina T¢ como conjunto, a partir de G
e de &.

Duas consequéncias imediatas

Com f a inclusdo de um aberto W C T: &|lw € G(W) < W C T¢. Em particular
£|TE € G(Tg), efe G(T) < Tg =T.

Para F = hx, os subfuntores abertos sdo exatamente os hy: dado G C hx aberto, tome
& =1dx e U:= Xjay; entdo f € G(T) < f(T) C U.
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A linguagem

Subfuntor aberto

De onde vem a definicao

F(T’) é s6 um conjunto, sem topologia: n3o faz sentido pedir que
G(T) C F(T) seja aberto. Quem tem topologia é T. Fixe entdo
& € F(T) e considere o lugar onde ¢ satisfaz G:

Ge(T'):={f: T' =T : F(f)(§) € G(T)} C hr(T).

E subfuntor de hr, pois F(f o g)(&) = F(g)(F(f)(£)) e G é estével por
pullback.
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Subfuntor aberto

De onde vem a definicao

F(T’) é s6 um conjunto, sem topologia: n3o faz sentido pedir que
G(T) C F(T) seja aberto. Quem tem topologia é T. Fixe entdo
& € F(T) e considere o lugar onde ¢ satisfaz G:

Ge(T'):={f: T' =T : F(f)(§) € G(T)} C hr(T).

E subfuntor de hr, pois F(f o g)(&) = F(g)(F(f)(£)) e G é estével por
pullback. Dizer que G é aberto é dizer que G¢ é representdvel por um
aberto T¢ C T, para todo par (T,&). Como hr (T') = {f : f(T') C T¢},
isso é precisamente a definicdo abaixo.
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A linguagem

Recobrimento de um funtor

Definicao

Seja {Gq }aer uma familia de subfuntores abertos de F, e seja T¢ o C T o aberto
associado a G, e a £&. A familia recobre F se

U Tea=T para todo T e todo & € F(T).

acl
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associado a G, e a £&. A familia recobre F se

U Tea=T para todo T e todo & € F(T).

acl

Cada elemento £ de F, sobre qualquer base T, cai localmente em algum G,:
perto de cada ponto de T alguma das propriedades G, vale para &.
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A linguagem

Recobrimento de um funtor

Definicao

Seja {Gq }aer uma familia de subfuntores abertos de F, e seja T¢ o C T o aberto
associado a G, e a £&. A familia recobre F se

U Tea=T para todo T e todo & € F(T).

acl

Cada elemento £ de F, sobre qualquer base T, cai localmente em algum G,:
perto de cada ponto de T alguma das propriedades G, vale para &.

Duas quantificagcdes a ndo perder de vista: o recobrimento tem de valer para
todo T e todo elemento do funtor sobre ele, ndo apenas para T = Spec k.
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A linguagem

Feixe de Zariski

Defini¢do

F: Schi® — Set é um feixe de Zariski se, para todo T e todo recobrimento aberto
T =, W:

(S) dois elementos de F(T) cujas restricdes a cada W, coincidem s3o iguais;

C) elementos & € F(W;) cujas restrices a W; N W, coincidem provém de um
( /
E € F(T).
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Defini¢do

F: Schi® — Set é um feixe de Zariski se, para todo T e todo recobrimento aberto
T =, W:

(S) dois elementos de F(T) cujas restricdes a cada W, coincidem s3o iguais;

C) elementos & € F(W;) cujas restrices a W; N W, coincidem provém de um
( /
E € F(T).

.

hx é feixe de Zariski: morfismos de esquemas que coincidem num recobrimento aberto
sdo iguais, e morfismos compativeis nas intersecdes colam.
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A linguagem

Feixe de Zariski

Defini¢do

F: Schi® — Set é um feixe de Zariski se, para todo T e todo recobrimento aberto
T =, W:

(S) dois elementos de F(T) cujas restricdes a cada W, coincidem s3o iguais;

C) elementos & € F(W;) cujas restrices a W; N W, coincidem provém de um
( /
E € F(T).

.

hx é feixe de Zariski: morfismos de esquemas que coincidem num recobrimento aberto
sdo iguais, e morfismos compativeis nas intersecdes colam.

Duas versoes do critério de Zariski

Existéncia: F feixe de Zariski recoberto por subfuntores abertos representaveis é
representdvel. Ai (C) é essencial, pois é preciso construir o esquema e o elemento
universal a partir das pecas.

Verificagdo: X e & j3 existem, e pergunta-se se 7 é bijetora. Ai sé (S) ¢ usado. Ea
vers3o que precisamos: a Aula 11 ja construiu Grass(V/, d) e quniv-

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade 12 /32




O lema de colagem

O lema de colagem

Teorema (Lema de colagem)

Sejam F um feixe de Zariski, X um k-esquema, £ € F(X) en: hx — F,

n7(f) = F(f)(&). Suponha dados um recobrimento aberto X =, Xo e subfuntores
abertos G, C F tais que:

(a) a familia {G,} recobre F;

(b) paratodo T etodof: T — X: nr(f) € Go(T) < f(T) C Xa;

(c) para todo T, a aplicagdo induzida Hom(T, Xa) — Ga(T), f — nr(f), € bijetora.
Ent3o nt € bijetora para todo T. Isto &, (X, &) representa F.
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O lema de colagem

Teorema (Lema de colagem)

Sejam F um feixe de Zariski, X um k-esquema, £ € F(X) en: hx — F,
n7(f) = F(f)(&). Suponha dados um recobrimento aberto X =, Xo e subfuntores
abertos G, C F tais que:

(a) a familia {G,} recobre F;

(b) paratodo T etodof: T — X: nr(f) € Go(T) < f(T) C Xa;

(c) para todo T, a aplicagdo induzida Hom(T, Xa) — Ga(T), f — nr(f), € bijetora.
Ent3o nt € bijetora para todo T. Isto &, (X, &) representa F.

.

Sobre a hipétese (c)

Por (b), se f: T — X tem imagem em X, entdo n7(f) € Go(T); logo 7 restringe-se a
uma transformacdo hx, — G.. A hipdtese (c) pede que essa restricdo seja isomorfismo:
as pecas X, representam as pegas Gg.

.
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Sejam F um feixe de Zariski, X um k-esquema, £ € F(X) en: hx — F,
n7(f) = F(f)(&). Suponha dados um recobrimento aberto X =, Xo e subfuntores
abertos G, C F tais que:

(a) a familia {G,} recobre F;

(b) paratodo T etodof: T — X: nr(f) € Go(T) < f(T) C Xa;

(c) para todo T, a aplicagdo induzida Hom(T, Xa) — Ga(T), f — nr(f), € bijetora.
Ent3o nt € bijetora para todo T. Isto &, (X, &) representa F.

.

Sobre a hipétese (c)

Por (b), se f: T — X tem imagem em X, entdo n7(f) € Go(T); logo 7 restringe-se a
uma transformacdo hx, — G.. A hipdtese (c) pede que essa restricdo seja isomorfismo:
as pecas X, representam as pegas Gg.

.

A prova sé usa o axioma (S) de feixe, uma vez, no ltimo passo. )
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Injetividade

Sejam f,g: T — X com n7(f) =nr(g) =: (, e seja To := T¢ o 0 aberto de G,
associado a (.
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O lema de colagem

Injetividade

Sejam f,g: T — X com n7(f) =nr(g) =: (, e seja To := T¢ o 0 aberto de G,
associado a (.

Passo 1: 3 (Xa) = To = g8 *(Xa)

Seja W C T aberto. Por naturalidade, nw/(f|w) = {|w. Entdo

FIW) € X <L (lw e Ga(W) 28 W T

Com W = f~1(Xa.) obtém-se f~1(X,) C Ta; com W = T, obtém-se f(T,) C Xa, isto
é, To C f*(Xa). O mesmo vale para g.
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Sejam f,g: T — X com n7(f) =nr(g) =: (, e seja To := T¢ o 0 aberto de G,
associado a (.

Passo 1: 3 (Xa) = To = g8 *(Xa)

Seja W C T aberto. Por naturalidade, nw/(f|w) = {|w. Entdo

FIW) € X <L (lw e Ga(W) 28 W T

Com W = f~1(Xa.) obtém-se f~1(X,) C Ta; com W = T, obtém-se f(T,) C Xa, isto
é, To C f*(Xa). O mesmo vale para g.

Passo 2: coincidem em cada T,

Pelo Passo 1, f|r, e g|r, sdo morfismos T, — Xo, € 7, (f|7.) = ¢|7, = n1.,(g|7.,)-
Pela injetividade em (c), f|r., = gl|1.-
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Injetividade

Sejam f,g: T — X com n7(f) =nr(g) =: (, e seja To := T¢ o 0 aberto de G,
associado a (.

Passo 1: 3 (Xa) = To = g8 *(Xa)

Seja W C T aberto. Por naturalidade, nw/(f|w) = {|w. Entdo

FIW) € X <L (lw e Ga(W) 28 W T

Com W = f~1(Xa.) obtém-se f~1(X,) C Ta; com W = T, obtém-se f(T,) C Xa, isto
é, To C f*(Xa). O mesmo vale para g.

Passo 2: coincidem em cada T,

Pelo Passo 1, f|7, e g|r,, sdo morfismos To, — Xa, € N1, (f|7.) = ¢l7 = 7. (8l70)-
Pela injetividade em (c), f|r., = gl|7..-

Passo 3: colar

Por (a), os T, recobrem T. Um morfismo de esquemas é uma aplicagdo continua e um
morfismo de feixes de anéis, e ambos sido determinados localmente; logo f = g. O

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade 14 /32




Sobrejetividade

Seja ¢ € F(T). Queremos f: T — X com nr(f) = (.
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O lema de colagem

Sobrejetividade

Seja ¢ € F(T). Queremos f: T — X com nr(f) = (.

Passo 1: recobrir

Por (a), os abertos T, := T¢ o recobrem T, e por G, ser aberto, (|7, € Go(Ta).
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O lema de colagem

Sobrejetividade

Seja ¢ € F(T). Queremos f: T — X com nr(f) = (.

Passo 1: recobrir

Por (a), os abertos T, := T¢ o recobrem T, e por G, ser aberto, (|7, € Go(Ta).

Passo 2: resolver em cada aberto

Pela sobrejetividade em (c), existe fo: To = Xo C X com 7, (fa) = C|7,, -
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O lema de colagem

Sobrejetividade

Seja ¢ € F(T). Queremos f: T — X com nr(f) = (.

Passo 1: recobrir

Por (a), os abertos T, := T¢ o recobrem T, e por G, ser aberto, (|7, € Go(Ta).

Passo 2: resolver em cada aberto

Pela sobrejetividade em (c), existe fo: To = Xo C X com 7, (fa) = C|7,, -

Passo 3: compatibilidade nas interse¢cGes

Sobre Top := Ta N Tg, por naturalidade,

s (falTas) = ClTap = 170 (fo1705)-

Pela injetividade ja provada, aplicada ao esquema Tag, fu|7,; = f3]7,4-

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade

15/32



Sobrejetividade

Seja ¢ € F(T). Queremos f: T — X com nr(f) = (.

Passo 1: recobrir

Por (a), os abertos T, := T¢ o recobrem T, e por G, ser aberto, (|7, € Go(Ta).

Passo 2: resolver em cada aberto

Pela sobrejetividade em (c), existe fo: To — Xo C X com 57, (fa) = (|7, -

Passo 3: compatibilidade nas interse¢cGes

Sobre Top := Ta N Tg, por naturalidade,

NTap (foc|Ta5) = C|Ta,3 =NTop (fﬂ|TaB).

Pela injetividade ja provada, aplicada ao esquema Tag, fu|7,; = f3]7,4-

Passo 4: colar

Os f, colam num morfismo f: T — X com f|r, = fo. Entdo
n7 ()7 =174 (fa) = (|7, para todo o, e por (S) segue n7(f) = (. O
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O lema de colagem

O que falta verificar para a Grassmanniana
Aplicamos o lema com F = Grass(V, d), X = Grass(V, d), £ = [Guniv], Xs = Us

Gs(T) = Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.
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O lema de colagem

O que falta verificar para a Grassmanniana

Aplicamos o lema com F = Grass(V, d), X = Grass(V, d), £ = [Guniv], Xs = Us
e
Gs(T) = Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.

hipStese ferramenta
(Z) Grass(V,d) satisfaz (S) nidcleos sdo subfeixes
(H1) Us(T) é subfuntor (E1), (E2)
(H2) Us(T) é aberto o lugar de isomorfismo
(H3) os Us(T) recobrem extragdo de base
(H4) Hom(T,Us)= Us(T) vian forma normalizada, Hom( T, AV)
(H5) nr(f) € Us(T) <= f(T) C Us lugar de isomorfismo + Aula 11
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O lema de colagem

O que falta verificar para a Grassmanniana

Aplicamos o lema com F = Grass(V, d), X = Grass(V, d), £ = [Guniv], Xs = Us
e
Gs(T) = Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.

hipStese ferramenta
(Z) Grass(V,d) satisfaz (S) nidcleos sdo subfeixes
(H1) Us(T) é subfuntor (E1), (E2)
(H2) Us(T) é aberto o lugar de isomorfismo
(H3) os Us(T) recobrem extragdo de base
(H4) Hom(T,Us)= Us(T) vian forma normalizada, Hom( T, AV)
(H5) nr(f) € Us(T) <= f(T) C Us lugar de isomorfismo + Aula 11

(2) é o feixe; (H1), (H2), (H3) sdo a hipdtese (a); (H5) é a hipétese (b); (H4) é
a hipétese (c). Nada mais serd necessario.
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(Z): Grass(V, d) satisfaz (S)

Sejam [q], [q'] € Grass(V,d)(T) com [q|w;] = [¢'|w;] para um recobrimento
aberto T = |J W,. Queremos Ker g = Ker ¢’ como subfeixes de V @ Or.
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(Z): Grass(V, d) satisfaz (S)

Sejam [q], [q'] € Grass(V,d)(T) com [q|w;] = [¢'|w;] para um recobrimento
aberto T = |J W,. Queremos Ker g = Ker ¢’ como subfeixes de V @ Or.

Passo 1: a hipdtese, em termos de nicleos

Nicleo comuta com restricdo a abertos, logo a hipdtese diz
(Ker q)|w; = (Ker q’)|w; para todo i.
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(Z): Grass(V, d) satisfaz (S)

Sejam [q], [q'] € Grass(V,d)(T) com [q|w;] = [¢'|w;] para um recobrimento
aberto T = |J W,. Queremos Ker g = Ker ¢’ como subfeixes de V @ Or.

Passo 1: a hipdtese, em termos de niicleos

Nucleo comuta com restricao a abertos, logo a hipétese diz
(Ker q)|w; = (Ker q’)|w; para todo i.

Passo 2: um subfeixe é determinado localmente

Seja W C T aberto e s € (Ker g)(W). Para cada i,

slwaw; € (Ker q)(W N W;) = (Ker ¢')(W N W;). Como Ker ¢’ é feixe, essas
secdes colam num s’ € (Ker ¢')(W) com s’'|wnw; = s|lwnw; para todo i. Como
V ® Ot é feixe, s’ = s; logo s € (Ker ¢')(W). Trocando os papéis,

Ker g = Ker q'. O
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(Z): Grass(V, d) satisfaz (S)

Sejam [q], [q'] € Grass(V,d)(T) com [q|w;] = [¢'|w;] para um recobrimento
aberto T = |J W,. Queremos Ker g = Ker ¢’ como subfeixes de V @ Or.

Passo 1: a hipdtese, em termos de niicleos

Nucleo comuta com restricao a abertos, logo a hipétese diz
(Ker q)|w; = (Ker q’)|w; para todo i.

Passo 2: um subfeixe é determinado localmente

Seja W C T aberto e s € (Ker g)(W). Para cada i,

slwaw; € (Ker q)(W N W;) = (Ker ¢')(W N W;). Como Ker ¢’ é feixe, essas
secdes colam num s’ € (Ker ¢')(W) com s’'|wnw; = s|lwnw; para todo i. Como
V ® Ot é feixe, s’ = s; logo s € (Ker ¢')(W). Trocando os papéis,

Ker g = Ker q'. O

v

A relagdo do funtor é “mesmo nicleo”, e niicleos s&o subfeixes: por isso (S) sai
de graca. O axioma (C) também vale, mas hoje n3o é usado.
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Verificagdo das hipéteses

(H1): as cartas em familias sdo subfuntores

Definicao
Us(T) := {[q) € Grass(V,d)(T) : gEs é isomorfismo}.
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Verificagdo das hipéteses

(H1): as cartas em familias sdo subfuntores

Definicao
Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : qEs é isomorfismo}.

A\,

Boa definicao
Se ' = 6g com 6 isomorfismo, entdo q'Es = 6(qEs) por (E1). Compor
com um isomorfismo n3o altera a condicdo “é isomorfismo”, logo ela
depende sé da classe [q].

.
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Verificagdo das hipéteses

(H1): as cartas em familias sdo subfuntores

Definicao
Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : qEs é isomorfismo}.

Boa definicao

Se ' = 6g com 6 isomorfismo, entdo q'Es = 6(qEs) por (E1). Compor
com um isomorfismo n3o altera a condicdo “é isomorfismo”, logo ela
depende sé da classe [q].

\

Estabilidade por pullback

(f*q)Es = f*(qEs) por (E2), e o pullback de um isomorfismo é
isomorfismo, com inverso f* do inverso. O
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Verificagdo das hipéteses

(H1): as cartas em familias sdo subfuntores

Definicdo
Us(T) := {[q] € Grass(V,d)(T) : qEs é isomorfismo}.

Boa definicao

Se ' = 6g com 6 isomorfismo, entdo q'Es = 6(qEs) por (E1). Compor
com um isomorfismo n3o altera a condicdo “é isomorfismo”, logo ela
depende sé da classe [q].

Estabilidade por pullback

| A\

(f*q)Es = f*(qEs) por (E2), e o pullback de um isomorfismo é
isomorfismo, com inverso f* do inverso. O

Para T = Spec k isto é exatamente det Ms # 0: recuperamos a definicdo
da Aula 9a, agora valida sobre qualquer base.
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Verificagdo das hipéteses

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um dnico representante
®: VR Or— OF com bEs = Iy, a saber & = (gEs)'q.
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Verificagdo das hipéteses

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um dnico representante
®: VR Or— OF com bEs = Iy, a saber & = (gEs)'q.

Demonstracdo. Liberdade: gEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte & livre.
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Verificagdo das hipéteses

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um dnico representante
®: VR Or— OF com bEs = Iy, a saber & = (gEs)'q.

Demonstracdo. Liberdade: gEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte & livre.
Existéncia: com 7:= (gEs)™': @ = Of e ® ;= 7q, tem-se P ~ g e
®Es = 7(qEs) = id, por (E1).
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Verificagdo das hipéteses

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um dnico representante
®: VR Or— OF com bEs = Iy, a saber & = (gEs)'q.

Demonstracdo. Liberdade: gEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte & livre.
Existéncia: com 7:= (gEs)™': @ = Of e ® ;= 7q, tem-se P ~ g e

®Es = 7(qEs) = id, por (E1).

Unicidade: seja ®' ~ q outro representante com alvo @¢. Entdo ¢’ = gd com
g: 0¢ — 04 isomorfismo, isto é, g € GLy(O7). Por (E1),

ld=¢/E5:g(¢E5):gld:g. O
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Verificagdo das hipéteses

Forma normalizada em familias

Teorema

Seja [q] € Us(T). Entdo Q € livre de posto d, e [q] tem um dnico representante
®: VR Or— OF com bEs = Iy, a saber & = (gEs)'q.

Demonstracdo. Liberdade: gEs: O¢ — Q é isomorfismo e a fonte & livre.
Existéncia: com 7:= (gEs)™': @ = Of e ® ;= 7q, tem-se P ~ g e

®Es = 7(qEs) = id, por (E1).

Unicidade: seja ®' ~ q outro representante com alvo @¢. Entdo ¢’ = gd com
g: 0¢ — 04 isomorfismo, isto é, g € GLy(O7). Por (E1),

ld=¢/E5:g(¢E5):gld:g. O

A normalizagdo mata exatamente a liberdade de GLg4

quocientes médulo iso — escolhade S — ®Es = l; — representante Unico.

E a versdo em familias do fato da Aula 9a: a agcdo de GLy nas matrizes de posto
maximo € livre.

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade 19/32




Verificagdo das hipéteses

Morfismos para o espaco afim

Teorema

Para todo T e todo N, a aplicacdo

Homsen, (T,AY) — [(T,00)", g+ (g¥(x),....&8" (),

€ bijetora.
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Verificagdo das hipéteses

Morfismos para o espacgo afim

Teorema

Para todo T e todo N, a aplicacdo

Homsen, (T,AY) — [(T,00)", g+ (g¥(x),....&8" (),

€ bijetora.

Demonstragdo. Hom(T,Spec R) & Homyig (R, F(T,O7)) para todo k-esquema T, e
um homomorfismo de k-3lgebras a partir de k[xi, ..., xn] é livremente determinado
pelas imagens dos x;. O
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Verificagdo das hipéteses

Morfismos para o espacgo afim

Teorema

Para todo T e todo N, a aplicacdo
Homgen, (T,A") — T(T,07)", g (g (x),- .87 (),

€ bijetora.

Demonstragdo. Hom(T,Spec R) & Homyig (R, F(T,O7)) para todo k-esquema T, e
um homomorfismo de k-3lgebras a partir de k[xi, ..., xn] é livremente determinado
pelas imagens dos x;. O

Pullback de uma matriz de secdes

Se u: OF — Of é dado por uma matriz M de secBes globais de Ox, entdo
f*u: OF — OF é dado pela matriz f#(M), obtida aplicando
f#: T(X,0x) — [(T,Or) entrada a entrada. E a definicio de f* em mddulos livres.
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Morfismos para o espacgo afim

Teorema

Para todo T e todo N, a aplicacdo
Homgen, (T,A") — T(T,07)", g (g (x),- .87 (),

€ bijetora.

Demonstracdo. Hom(T,Spec R) 2 Hornk,;ﬂg(F\’7 F(T,OT)) para todo k-esquema T, e
um homomorfismo de k-3lgebras a partir de k[xi, ..., xn] é livremente determinado
pelas imagens dos x;. O

Pullback de uma matriz de secdes

Se u: OF — Of é dado por uma matriz M de secBes globais de Ox, entdo
f*u: OF — OF é dado pela matriz f#(M), obtida aplicando
f#: T(X,0x) — [(T,Or) entrada a entrada. E a definicio de f* em mddulos livres.

Com N = d(n — d): um morfismo T — Us é uma matriz d x (n — d) de se¢des globais
de OT. J
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Verificagdo das hipéteses

(H4): a carta representa Us(T)

Teorema

Para todo T, a aplicacdo Hom(T, U5) — Us(T), f— [f*qs], € bijetora, e a forma
normalizada de f*qs é [y | f#(A)].
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(H4): a carta representa Us(T)

Teorema

Para todo T, a aplicacdo Hom(T, U5) — Us(T), f— [f*qs], € bijetora, e a forma
normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. Pelo slide anterior, f*qs tem matriz f#(M?), cujas colunas S sso f#(ly) = Iy:

logo f*qs = [lq | f#(A)], que satisfaz (f*qs)Es = Iy. E sobrejetora, ests em Us(T) e j4 esta
normalizada.
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(H4): a carta representa Us(T)

Teorema

Para todo T, a aplicacdo Hom(T, U5) — Us(T), f— [f*qs], € bijetora, e a forma
normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. Pelo slide anterior, f*qs tem matriz f#(M?), cujas colunas S sso f#(ly) = Iy:
logo f*qs = [lq | f#(A)], que satisfaz (f*qs)Es = Iy. E sobrejetora, ests em Us(T) e j4 esta
normalizada.

Injetora. Se [f*qs] = [g*qgs], as normalizadas coincidem, por unicidade; logo f#(A) = g#(A) e
f = g pelo teorema anterior.
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(H4): a carta representa Us(T)

Teorema

Para todo T, a aplicacdo Hom(T, U5) — Us(T), f— [f*qs], € bijetora, e a forma
normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. Pelo slide anterior, f*qs tem matriz f#(M?), cujas colunas S sso f#(ly) = Iy:
logo f*qs = [lq | f#(A)], que satisfaz (f*qs)Es = Iy. E sobrejetora, ests em Us(T) e j4 esta
normalizada.

Injetora. Se [f*qs] = [g*qgs], as normalizadas coincidem, por unicidade; logo f#(A) = g#(A) e
f = g pelo teorema anterior.

Sobrejetora. Dado [q] € Us(T) com normalizada ® = [Iy | Ag], a matriz Ag define f: T — AN
com f#(A) = Ag, e entdo f*qs = [lg | Ao] =P ~ q. O

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade 21/32



(H4): a carta representa Us(T)

Teorema

Para todo T, a aplicacdo Hom(T, US) — Us(T), f— [f*qs], € bijetora, e a forma
normalizada de f*qs é [y | f#(A)].

Bem definida. Pelo slide anterior, f*qs tem matriz f#(M?), cujas colunas S sso f#(ly) = Iy:
logo f*qs = [lq | f#(A)], que satisfaz (f*qs)Es = Iy. E sobrejetora, ests em Us(T) e j4 esta
normalizada.

Injetora. Se [f*qs] = [g*qgs], as normalizadas coincidem, por unicidade; logo f#(A) = g#(A) e
f = g pelo teorema anterior.

Sobrejetora. Dado [q] € Us(T) com normalizada ® = [Iy | Ag], a matriz Ag define f: T — AN
com f#(A) = Ag, e entdo f*qs = [lg | Ao] =P ~ q. O

Ea aplicagdo n restrita

Seja j: Us — Grass(V,d) a inclusdo e f: T — Us. Ent3o
77T(.j o f) = [(J o f)*quniv] = [f* U*quniv)] = [f*qSJv

POIS J* Guniv = quniv|us ~ gs pela Aula 11, e f* preserva ~. Assim a bije¢do do teorema é
exatamente a hipdtese (c) do lema.

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade 21/32



Verificagdo das hipéteses

O lugar de isomorfismo

Teorema

Sejam Q localmente livre de posto d sobre T e u: (97‘! — Q. Entio
T,:={te T: u®x(t) éisomorfismo}

é aberto, u|7, é isomorfismo, e f~*(T,) = T¢, para todo f: T' — T. Em particular,
f*u é isomorfismo se e sé se f(T') C T,.
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Verificagdo das hipéteses

O lugar de isomorfismo

Teorema

Sejam Q localmente livre de posto d sobre T e u: 07‘! — Q. Entio
T,:={te T: u®x(t) éisomorfismo}

é aberto, u|7, é isomorfismo, e f~*(T,) = T¢, para todo f: T' — T. Em particular,
f*u é isomorfismo se e sé se f(T') C T,.

.

Passo 1: localizar

Num aberto W onde Q € livre, u|lw é uma matriz quadrada M sobre O(W). Trocar a
trivializagdo de Q|w troca M por gM com g € GL4(O(W)), o que multiplica det M
pela unidade det g: a condicdo det M(t) # 0 ndo depende da trivializag3o.
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Verificagdo das hipéteses

O lugar de isomorfismo

Teorema

Sejam Q localmente livre de posto d sobre T e u: 07‘! — Q. Entio
T,:={te T: u®x(t) éisomorfismo}

é aberto, u|7, é isomorfismo, e f~*(T,) = T¢, para todo f: T' — T. Em particular,
f*u é isomorfismo se e sé se f(T') C T,.

Passo 1: localizar
Num aberto W onde Q € livre, u|lw é uma matriz quadrada M sobre O(W). Trocar a
trivializagdo de Q|w troca M por gM com g € GL4(O(W)), o que multiplica det M
pela unidade det g: a condicdo det M(t) # 0 ndo depende da trivializag3o.

Passo 2: a condi¢do pontual

u ® k(t) é a matriz M(t) sobre x(t), invertivel se e s6 se det M(t) # 0. Logo
T.NW ={te W :det M(t) # 0} = D(det M), que é aberto de W. Como os W
recobrem T, T, é aberto.
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Verificagdo das hipéteses

O lugar de isomorfismo: conclusio

Passo 3: a adjunta

Sobre T, N W = D(det M) a se¢do det M n3o se anula em ponto algum, logo é invertivel em
O(D(det M)). De

M - adj(M) = adj(M) - M = det(M) Iy
segue M~ = (det M)~ adj(M). Assim u é isomorfismo sobre T, N W para cada W, e
portanto sobre T,.
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Verificagdo das hipéteses

O lugar de isomorfismo: conclusio

Passo 3: a adjunta

Sobre T, N W = D(det M) a se¢do det M n3o se anula em ponto algum, logo é invertivel em
O(D(det M)). De

M - adj(M) = adj(M) - M = det(M) Iy
segue M~ = (det M)~ adj(M). Assim u é isomorfismo sobre T, N W para cada W, e
portanto sobre T,.

Passo 4: pullback

Sobre f=1(W), a matriz de f*u é f#(M), e det f#(M) = f#(det M), pois f# é homomorfismo
de anéis. Para t’ € f~}(W) com t = f(t'), o morfismo induzido nos corpos residuais
w(t) — w(t') leva det M(t) em det f#(M)(t’). Um homomorfismo de corpos é injetor, logo

det f#(M)(t') £0 <= detM(t) #0,  istoé,  Tpy=F '(To).

\
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Verificagdo das hipéteses

O lugar de isomorfismo: conclusio

Passo 3: a adjunta

Sobre T, N W = D(det M) a se¢do det M n3o se anula em ponto algum, logo é invertivel em
O(D(det M)). De

M - adj(M) = adj(M) - M = det(M) Iy
segue M~ = (det M)~ adj(M). Assim u é isomorfismo sobre T, N W para cada W, e
portanto sobre T,.

Passo 4: pullback

Sobre f=1(W), a matriz de f*u é f#(M), e det f#(M) = f#(det M), pois f# é homomorfismo
de anéis. Para t’ € f~}(W) com t = f(t'), o morfismo induzido nos corpos residuais
w(t) — w(t') leva det M(t) em det f#(M)(t’). Um homomorfismo de corpos é injetor, logo

det f#(M)(t') £0 <= detM(t) #0,  istoé,  Tpy=F '(To).

A dltima afirmagio

f*u é isomorfismo <= T+, = T’ (Passos 2 e 3 aplicados a f*u)
— Y T) =T <+ f(T')C T.. a
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Verificagdo das hipéteses

(H2) e (H5): as cartas sdo abertas e compativeis com 7

(H2): Us(T) é subfuntor aberto, com T s = TqEs

Seja [q] € Grass(V,d)(T) e f: T" — T. Por (E2) e pelo lugar de isomorfismo com u = gEs,
[f*ql € Us(T') <= f*(qEs) é isomorfismo <= f(T') C Tk,

Ea definicdo de subfuntor aberto, com Tjg s := TqE;. Estd bem definido na classe, pois
(6q)Es = 0(gEs) tem o mesmo lugar de isomorfismo.
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Verificagdo das hipéteses

(H2) e (H5): as cartas sdo abertas e compativeis com 7

(H2): Us(T) é subfuntor aberto, com T s = TqEs

Seja [q] € Grass(V,d)(T) e f: T" — T. Por (E2) e pelo lugar de isomorfismo com u = gEs,

[f*ql € Us(T') <= f*(qEs) é isomorfismo <= f(T') C Tk,

Ea definicdo de subfuntor aberto, com Tjg s := TqE;. Estd bem definido na classe, pois
(6q)Es = 0(gEs) tem o mesmo lugar de isomorfismo.

Seja f: T — Grass(V,d). Por (E2) e pelo lugar de isomorfismo com u = qunivEs,
N7(f) = [f*quniv] € Us(T) <= f*(qunivEs) éiso <= f(T) C T qunivEs

Resta ver que T, . g; = Us como subconjuntos de Grass(V, d). Para t € Grass(V,d),

univ

te Tq . Es <= ascolunas S de quniv ® x(t) formam base <= t € Us,

a segunda equivaléncia sendo a consequéncia pontual da Aula 11 recordada no inicio. O
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Verificagdo das hipéteses

(H3): as cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V, d)(T), tem-se Jg_q Tqes = T-
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Verificagdo das hipéteses

(H3): as cartas recobrem

Teorema
Para todo T e todo [q] € Grass(V, d)(T), tem-se Jg_q Tqes = T-

Demonstracdo. Sejat € T e § = q® k(t): V @ £(t) = Q ® k(t).
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Verificagdo das hipéteses

(H3): as cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V, d)(T), tem-se Jg_q Tqes = T-

Demonstracdo. Sejat € T e § = q® k(t): V @ £(t) = Q ® k(t).
Ela é sobrejetora, pois ®~k(t) é exato a direita e g é sobrejetora; e o alvo
tem dimens3o d sobre k(t), pois Q é localmente livre de posto d.
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Verificagdo das hipéteses

(H3): as cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V, d)(T), tem-se Jg_q Tqes = T-

Demonstracdo. Sejat € T e § = q® k(t): V @ £(t) = Q ® k(t).

Ela é sobrejetora, pois ®~k(t) é exato a direita e g é sobrejetora; e o alvo
tem dimens3o d sobre k(t), pois Q é localmente livre de posto d.

Os vetores g(e1), ..., g(en) geram esse espaco; de um conjunto gerador
extrai-se uma base, aqui com d elementos.
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Verificagdo das hipéteses

(H3): as cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V, d)(T), tem-se Jg_q Tqes = T-

Demonstracdo. Sejat € T e § = q® k(t): V @ £(t) = Q ® k(t).

Ela é sobrejetora, pois ®~k(t) é exato a direita e g é sobrejetora; e o alvo
tem dimens3o d sobre k(t), pois Q é localmente livre de posto d.

Os vetores g(e1), ..., g(en) geram esse espaco; de um conjunto gerador
extrai-se uma base, aqui com d elementos.

Seja S o conjunto dos d indices extraidos. Entdo gEs leva a base candnica
de x(t)? numa base do alvo, logo é isomorfismo, isto é, t € Tye,. O
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Verificagdo das hipéteses

(H3): as cartas recobrem

Teorema

Para todo T e todo [q] € Grass(V, d)(T), tem-se Jg_q Tqes = T-

Demonstracdo. Sejat € T e § = q® k(t): V @ £(t) = Q ® k(t).

Ela é sobrejetora, pois ®k(t) é exato a direita e g é sobrejetora; e o alvo
tem dimens3o d sobre k(t), pois Q é localmente livre de posto d.

Os vetores g(e1), ..., g(en) geram esse espaco; de um conjunto gerador
extrai-se uma base, aqui com d elementos.

Seja S o conjunto dos d indices extraidos. Entdo gEs leva a base candnica
de x(t)? numa base do alvo, logo é isomorfismo, isto é, t € Tye,. O

Versdo em familias da observacdo da Aula 9a: nenhum S serve para todos
os pontos, mas cada ponto admite algum. J
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Conclusao

O teorema de representabilidade

Teorema

Para todo k-esquema T, a aplicagdo

nr: Hom (T, Grass(V, d)) — Grass(V,d)(T),

f— [f*quniv]7
€ bijetora. Isto é, (Grass(V, d), quniv) representa o funtor de Grassmann.
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Conclusao

O teorema de representabilidade

Teorema

Para todo k-esquema T, a aplicagdo

nr: Hom (T, Grass(V, d)) — Grass(V,d)(T), f — [f" Guniv),

€ bijetora. Isto é, (Grass(V7 d), quniv) representa o funtor de Grassmann.

Demonstracdo. Aplicamos o lema de colagem a F = Grass(V/, d), X = Grass(V, d),
€ = [quniv], Xs = Us e Gs = Us(—).
@ F satisfaz (S), por (2);
@ os Us(—) sdo subfuntores abertos, por (H1) e (H2), e recobrem F, por (H3): é a
hipétese (a);
@ nr(f) € Us(T) < f(T) C Us, por (H5): é a hipétese (b);
@ Hom(T,Us) — Us(T) é bijetora, por (H4): é a hipdtese (c). O
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Conclusao

O teorema de representabilidade

Teorema

Para todo k-esquema T, a aplicagdo

nr: Hom (T, Grass(V, d)) — Grass(V,d)(T), f — [f" Guniv),

€ bijetora. Isto é, (Grass(V7 d), quniv) representa o funtor de Grassmann.

Demonstracdo. Aplicamos o lema de colagem a F = Grass(V/, d), X = Grass(V, d),
€ = [quniv], Xs = Us e Gs = Us(—).
@ F satisfaz (S), por (2);
@ os Us(—) sdo subfuntores abertos, por (H1) e (H2), e recobrem F, por (H3): é a
hipétese (a);
@ nr(f) € Us(T) < f(T) C Us, por (H5): é a hipétese (b);
@ Hom(T,Us) — Us(T) é bijetora, por (H4): é a hipdtese (c). O

Lacuna 2 fechada

Grass(V, d) é um espago de méduli fino para quocientes localmente livres de posto d de
V ® O, com objeto universal quniv-
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Conclusao

O caso d = 1: o dicionario

Para d = 1 tem-se Grass(V,1) = P(V) = P"~1, e a Aula 11 identificou Quniv = O(1), com
Guniv(€j) = xj. Traduzimos os trés ingredientes do funtor.
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Conclusao

O caso d = 1: o dicionario

Para d = 1 tem-se Grass(V,1) = P(V) = P"~1, e a Aula 11 identificou Quniv = O(1), com
Guniv(€j) = xj. Traduzimos os trés ingredientes do funtor.

Um quociente em retas é uma lista de secGes

Dar g: Of — L com L invertivel é dar as n segbes s; := q(e;) € [(T, L), pois um morfismo a
partir de um médulo livre é determinado pelas imagens da base. Em simbolos, g =[s1 -+ sp].
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Conclusao

O caso d = 1: o dicionario

Para d = 1 tem-se Grass(V,1) = P(V) = P"~1, e a Aula 11 identificou Quniv = O(1), com
Guniv(€j) = xj. Traduzimos os trés ingredientes do funtor.

Um quociente em retas é uma lista de secGes

Dar g: Of — L com L invertivel é dar as n segbes s; := q(e;) € [(T, L), pois um morfismo a
partir de um médulo livre é determinado pelas imagens da base. Em simbolos, g =[s1 -+ sp].
”

Sobrejetora <= as se¢bes geram

q é sobrejetora se e sé se é sobrejetora em cada talo. O talo L é gerado, como O7 ;-médulo,
pela imagem de g:, que é o submddulo gerado por s ¢,...,Snt. Logo g sobrejetora <= as s;
geram L para todo t, que é a defini¢do de “s1,...,s, geram L".
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Conclusao

O caso d = 1: o dicionario

Para d = 1 tem-se Grass(V,1) = P(V) = P"~1, e a Aula 11 identificou Quniv = O(1), com
Guniv(€j) = xj. Traduzimos os trés ingredientes do funtor.

Um quociente em retas é uma lista de secGes

Dar g: Of — L com L invertivel é dar as n segbes s; := q(e;) € [(T, L), pois um morfismo a
partir de um médulo livre é determinado pelas imagens da base. Em simbolos, g =[s1 -+ sp].

Sobrejetora <= as se¢bes geram

q é sobrejetora se e sé se é sobrejetora em cada talo. O talo L é gerado, como O7 ;-médulo,
pela imagem de g¢, que é o submé'd%ﬂo gerado por sy t,...,Snt. Logo g sobrejetora < as s;
geram L para todo t, que é a defini¢do de “s1,...,s, geram L".

A relagdo ~ <= “a menos de isomorfismo”, compativel com as secdes

q ~ q' significa que existe §: £ — L’ isomorfismo com g’ = 6q, isto &, com 4(s;) = sj’ para
todo j. Assim

Grass(V,1)(T) = {(£,s1,...,51) : L invertivel, as s; geram}/ = .
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Conclusao

O caso d = 1: o Teorema I1.7.1 de Hartshorne

Coroldrio

Seja T um k-esquema. A aplicagcdo f — (f*O(l), fF*x1,..., f*x,,) € uma bijecdo entre
Hom(T,P"~!) e o conjunto das classes de isomorfismo de (L, s1,

...,5n) com L invertivel e as
s; gerando L.
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Conclusao

O caso d = 1: o Teorema I1.7.1 de Hartshorne

Corolario
Seja T um k-esquema. A aplicagcdo f — (f*O(l), fF*x1,..., f*x,,) € uma bijecdo entre
Hom(T,P"~!) e o conjunto das classes de isomorfismo de (L, s1, .. .,sn) com L invertivel e as

s; gerando L.

Demonstragdo. E o teorema de representabilidade com d = 1, lido pelo diciondrio do slide
anterior: n7(f) = [f*quniv], € f*Quniv tem alvo F*O(1) e leva e; em f*x;. O
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Conclusao

O caso d = 1: o Teorema I1.7.1 de Hartshorne

Corolario
Seja T um k-esquema. A aplicagcdo f — (f*O(l), fF*x1,..., f*x,,) € uma bijecdo entre
Hom(T,P"~!) e o conjunto das classes de isomorfismo de (L, s1, .. .,sn) com L invertivel e as

s; gerando L.

Demonstracio. E o teorema de representabilidade com d = 1, lido pelo dicionério do slide
anterior: n7(f) = [f*quniv], € f*Quniv tem alvo F*O(1) e leva e; em f*x;. O

nosso enunciado Hartshorne 11.7.1

nT bem definida item (a): F*O(1) é invertivel e é gerado pelos f*x;
1T sobrejetora item (b), existéncia de ¢

nT injetora item (b), unicidade de ¢

a relagdo ~ do funtor  a cldusula under this isomorphism
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Conclusao

O caso d = 1: o Teorema I1.7.1 de Hartshorne

Corolario
Seja T um k-esquema. A aplicagdo f — (f"(’)(l)7 fF*x1,..., f*x,,) € uma bijecio entre
Hom(T,P"~!) e o conjunto das classes de isomorfismo de (L, s1, .. .,sn) com L invertivel e as

s; gerando L.

Demonstragdo. E o teorema de representabilidade com d = 1, lido pelo diciondrio do slide

anterior: n7(f) = [f*quniv], € f*Quniv tem alvo F*O(1) e leva e; em f*x;. O
nosso enunciado Hartshorne 11.7.1

nT bem definida item (a): F*O(1) é invertivel e é gerado pelos f*x;

1T sobrejetora item (b), existéncia de ¢

nT injetora item (b), unicidade de ¢

a relagdo ~ do funtor  a cldusula under this isomorphism

Duas diferencas de notagao

Hartshorne escreve P% com sp,...,sp: 0 n dele € o nosso n— 1. E ele trabalha sobre um anel A
qualquer; nenhuma prova desta aula usou que k é corpo, entdo tudo vale sobre Spec A.
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Rigidez: o isomorfismo também ¢ (nico

Em (b), Hartshorne afirma a unicidade de ¢, ndo a do isomorfismo £ = ¢*O(1). Mas ela vale.
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Rigidez: o isomorfismo também ¢ (nico

Em (b), Hartshorne afirma a unicidade de ¢, ndo a do isomorfismo £ = ¢*O(1). Mas ela vale.

Teorema

Sejam L invertivel e sy, . ..,sn geradores. Se 0: L — L é um morfismo com 6(s;) = s; para todo
j, entdo 0 = id.
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Conclusao

Rigidez: o isomorfismo também ¢ (nico

Em (b), Hartshorne afirma a unicidade de ¢, ndo a do isomorfismo £ = ¢*O(1). Mas ela vale.

Teorema

Sejam L invertivel e sy, . .

., Sn geradores. Se §: L — L é um morfismo com 0(s;) = s; para todo
j, entdo 0 = id.

Demonstracdo. Seja t € T. O talo L é gerado por sy ¢,
u= ZJ- ajsjt com aj € Ot . Como 6; é O 4-linear,

0:(u) = Z aj0:(sj,t) = Zajsj ¢ = u.

., Sn,t, logo todo u € L; escreve-se

Logo 0; = id para todo t, e um morfismo de feixes cujos talos sdo a identidade é a identidade. [J
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Rigidez: o isomorfismo também ¢é (nico

Em (b), Hartshorne afirma a unicidade de ¢, ndo a do isomorfismo £ = ¢*O(1). Mas ela vale.

Teorema

Sejam L invertivel e sy, . ..,sn geradores. Se 0: L — L é um morfismo com 6(s;) = s; para todo
j, entdo 0 = id.

Demonstracdo. Seja t € T. O talo L; é gerado por sy ¢,...,Snt, logo todo u € L escreve-se
u= ZJ- ajsjt com aj € Ot . Como 6; é O 4-linear,

Oc(u) = Y aj6e(sie) = D ajsj.e = u-
j j

Logo 0; = id para todo t, e um morfismo de feixes cujos talos sdo a identidade é a identidade. [J

Consequéncia

[q] determina (£, (s;)) a menos de um isomorfismo tnico: se 0,0": L — L' levam s; em s/,
ent3o 010’ fixa os sj, logo 6 = 0.

Charles Almeida (UFMG) A representabilidade 29/32



Rigidez: o isomorfismo também ¢é (nico

Em (b), Hartshorne afirma a unicidade de ¢, ndo a do isomorfismo £ = ¢*O(1). Mas ela vale.

Teorema

Sejam L invertivel e sy, . ..,sn geradores. Se 0: L — L é um morfismo com 6(s;) = s; para todo
j, entdo 0 = id.

Demonstracdo. Seja t € T. O talo L; é gerado por sy ¢,...,Snt, logo todo u € L escreve-se
u= ZJ- ajsjt com aj € Ot . Como 6; é O 4-linear,

Oc(u) = Y aj6e(sie) = D ajsj.e = u-
j j

Logo 0; = id para todo t, e um morfismo de feixes cujos talos sdo a identidade é a identidade. [J

Consequéncia

[q] determina (£, (s;)) a menos de um isomorfismo tnico: se 0,0": L — L' levam s; em s/,
ent3o 010’ fixa os sj, logo 6 = 0.

Por que isso importa

Um quociente ndo tem automorfismo além da identidade. E essa rigidez que permite a
Grass(V, d) ser méduli fino, com objeto universal, em vez de apenas grosseiro. Voltaremos a
ela ao definir o funtor Quot.

4
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Conclusao

Exemplo: a cbnica, e um caso em que falha

A Veronese P! — P2

T =P, L =0(2), (s1,%,53) = (X% xv,y?). Elas geram: em {x # 0} a secdo x? &, ela prépria,
um gerador de O(2); em {y # 0} é y?; e PL = {x # 0} U {y # 0}. Logo hd um morfismo, a
saber [x : y] — [x? : xy : y?], cuja imagem € a cénica zpz, = z2.
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Conclusao

Exemplo: a cbnica, e um caso em que falha

A Veronese P! — P2

T =P, L =0(2), (s1,%,53) = (X% xv,y?). Elas geram: em {x # 0} a secdo x? &, ela prépria,
um gerador de O(2); em {y # 0} é y?; e PL = {x # 0} U {y # 0}. Logo hd um morfismo, a
saber [x : y] — [x? : xy : y?], cuja imagem € a cénica zpz, = z2.

As cartas, explicitamente

T{13 = {x # 0} é onde s1 gera, e ali a forma normalizada é

@ = (qEy) la = 1

¥ é] N = d(n—d) = 2.

x?

Como morfismo de cartas, é Al — A2, t — (¢, t2), com t = y/x: a pardbola afim, que é a
cbnica vista em {z # 0}.
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Exemplo: a cbnica, e um caso em que falha

A Veronese P! — P2

T =P, L =0(2), (s1,%,53) = (X% xv,y?). Elas geram: em {x # 0} a secdo x? &, ela prépria,
um gerador de O(2); em {y # 0} é y?; e PL = {x # 0} U {y # 0}. Logo hd um morfismo, a
saber [x : y] — [x? : xy : y?], cuja imagem € a cénica zpz, = z2.

As cartas, explicitamente

T{13 = {x # 0} é onde s1 gera, e ali a forma normalizada é

¥ é] N = d(n—d) = 2.

x?

® = (qE(1y) 'q = [1

Como morfismo de cartas, é Al — A2, t — (¢, t2), com t = y/x: a pardbola afim, que é a
cbnica vista em {z # 0}.

O que acontece sem a sobrejetividade

Tome £ = O(2) com apenas (s1,52) = (x2,xy): em [0 : 1] ambas se anulam. Os lugares onde
cada uma gera sdo {x # 0} e {x # 0,y # 0}, de unido {x # 0} # PL. O recobrimento (H3)
falha exatamente porque g n3o é sobrejetora, e ndo ha morfismo P — P! com esses dados: é o
ponto base.
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Conclusao

Sintese

@ A prova tem uma s6 linha: um lema de colagem geral, que sé usa o
axioma de separacdo do feixe de Zariski, e a verificacdo das suas hipdteses.
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Conclusao

Sintese

@ A prova tem uma s6 linha: um lema de colagem geral, que sé usa o
axioma de separacdo do feixe de Zariski, e a verificacdo das suas hipdteses.

@ As cartas em familias Us(T) = {qEs isomorfismo} sdo subfuntores abertos,
pelo lugar de isomorfismo, e recobrem o funtor, por extracdo de base.
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Sintese

@ A prova tem uma s6 linha: um lema de colagem geral, que sé usa o
axioma de separacdo do feixe de Zariski, e a verificacdo das suas hipdteses.

@ As cartas em familias Us(T) = {qEs isomorfismo} sdo subfuntores abertos,
pelo lugar de isomorfismo, e recobrem o funtor, por extracdo de base.

© Em cada carta, a forma normalizada ®Es = /; mata a liberdade de GL, e
identifica Us(T) com matrizes de secdes, isto é, com Hom(T, A9("=9)).
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Sintese

@ A prova tem uma s6 linha: um lema de colagem geral, que sé usa o
axioma de separacdo do feixe de Zariski, e a verificacdo das suas hipdteses.

@ As cartas em familias Us(T) = {qEs isomorfismo} sdo subfuntores abertos,
pelo lugar de isomorfismo, e recobrem o funtor, por extracdo de base.

© Em cada carta, a forma normalizada ®Es = /; mata a liberdade de GL, e
identifica Us(T) com matrizes de secdes, isto é, com Hom(T, A9("=9)).

@ Recobrir, resolver em cada carta e colar: 7t é bijetora e
(Grass(V, d), quniv) representa Grass(V, d).
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Conclusao

Sintese

@ A prova tem uma s6 linha: um lema de colagem geral, que sé usa o
axioma de separacdo do feixe de Zariski, e a verificacdo das suas hipdteses.

@ As cartas em familias Us(T) = {qEs isomorfismo} sdo subfuntores abertos,
pelo lugar de isomorfismo, e recobrem o funtor, por extracdo de base.

© Em cada carta, a forma normalizada ®Es = /; mata a liberdade de GL, e
identifica Us(T) com matrizes de secdes, isto é, com Hom(T, A9("=9)).

@ Recobrir, resolver em cada carta e colar: 7t é bijetora e
(Grass(V, d), quniv) representa Grass(V, d).

© Para d = 1 recuperamos a descricio classica dos morfismos para P"~1.
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Sintese

@ A prova tem uma s6 linha: um lema de colagem geral, que sé usa o
axioma de separacdo do feixe de Zariski, e a verificacdo das suas hipdteses.

@ As cartas em familias Us(T) = {qEs isomorfismo} sdo subfuntores abertos,
pelo lugar de isomorfismo, e recobrem o funtor, por extracdo de base.

© Em cada carta, a forma normalizada ®Es = /; mata a liberdade de GL, e
identifica Us(T) com matrizes de secdes, isto é, com Hom(T, A9("=9)).

@ Recobrir, resolver em cada carta e colar: 7t é bijetora e
(Grass(V, d), quniv) representa Grass(V, d).

© Para d = 1 recuperamos a descricio classica dos morfismos para P"~1.

Aula seguinte

det Quniv, as coordenadas de Pliicker e o mergulho de Grass(V/, d) num espago
projetivo.
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Conclusao
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