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1.

2.

Orientagao geral

Esta lista acompanha o estudo de operadores lineares, autovalores, diagonalizacao, polinomio minimal, decomposicao de
Fitting, operadores nilpotentes e forma de Jordan. As definigoes abaixo sdo incluidas para fixar a notagdo utilizada nos
exercicios.

Operadores e subespacos invariantes

Definicao — Operador linear
Um operador linear em V é uma transformacao linear T': V' — V. Denotamos por

Endg(V)={T:V — V; T linear}.

Definicao — Subespaco T-invariante
Um subespago W C V é T-invariante se

Isto é, w € W implica T'(w) € W.

Definicao — Niicleo e imagem
Para T € Endg(V),
kerT ={v eV :T(v) =0}, ImT ={T(v) :veV}

Definicao — Poténcias de um operador
Definimos
T°=1d, T"=To---oT (n>1).
—_—

n vezes

Seja T € Endg(V).
a) Prove que ker T e Im T sdo subespagos T-invariantes.
b) Prove que ker(T™) e Im(7T™) sdo T-invariantes para todo n > 1.

c) Mostre que, se W é T-invariante, entao a restrigdo T|w : W — W é um operador linear.

Seja T € Endg (V). Mostre que
V=kerT®ImT

nao vale em geral. Dé um exemplo explicito de um operador para o qual a igualdade falha.

3.

4.

Seja T € Endg (V) tal que T? = T. Prove que
V=kerT@®ImT.

Seja T' € Endg (V) tal que
7% = —1d.
a) Prove que T é invertivel e determine T !.
b) Prove que, se K =R, entao T nao possui autovalores reais.

¢) Suponha agora K = Q e que V possua um subespago T-invariante nao trivial. Determine o polinémio minimal de 7.

)
)
)
)

d) Prove que dimg V' > 4.



2. Mudanca de base e semelhanca

Definigao — Matriz de um operador
Se B é uma base de V e T' € Endg(V'), denotamos por [T']z a matriz de T na base 5.

Definicao — Matriz de mudanca de base
Se B=(b1,...,b,) e C =(c1,...,cp) sdo bases de V, a matriz de mudanca de base de C para B é

P={las -+ leals].

Assim,
[’U]B = P[’U}c.

Definicao — Matrizes semelhantes
Duas matrizes A, B € M, (K) sdo semelhantes se existe P € GL,(K) tal que

B=P AP

5. Sejam B = (ej,e3) a base canénica de R? e C = ((1,1), (1, —1)). Considere

[T]s = <(2) g) -

a) Determine a matriz P de mudanca de base de C para B.
b) Calcule P~

¢) Determine [T]c.

6. Prove que a relagdo “ser semelhante” é uma relacdo de equivaléncia em M, (K).

7.  Seja A € M, (K). Mostre que A e A* sao semelhantes quando K = C.

A:(g ;)

Prove que ndo existe matriz invertivel P tal que P~'AP seja diagonal.

8. Considere

3. Autovalores e polinémio caracteristico

Definicao — Autovalor e autovetor
Um escalar A € K é um autovalor de T' € Endg (V) se existe v # 0 tal que

T(v) = Av.

Nesse caso, v é um autovetor associado a A.

Definigao — Autoespago

O autoespago associado a A é
E\(T) = ker(T — A1d).

Definigao — Polinémio caracteristico

Se dimV =n e A = [T)g, definimos
pr(xz) = det(zI, — A).

Observagao
A definicdo acima ndo depende da base escolhida. De fato, se B = P~' AP, entdo

det(z] — B) = det(P~"(zI — A)P) = det(z] — A).




9. Prove as equivaléncias
A é autovalor de T <= ker(T — AId) # {0}

e, quando dimV < oo,
A é autovalor de T <= T — AId nao é invertivel.

10. Prove que o polindomio caracteristico nao depende da base escolhida.

11. Seja
1 20
A=(0 1 0
0 0 3
Determine:
a) pa(z);
b) os autovalores;
c) os autoespagos correspondentes;
d) a dimensao de cada autoespaco;
e) se A é diagonalizdvel.
12. Seja
100
A=1(0 2 0
0 0 3
Determine o polinémio caracteristico, todos os autoespagos e uma base de autovetores.
13. Seja
2 1
!
a) Calcule o polindmio caracteristico.

b

)

) Determine o tnico autovalor.
c) Determine o autoespago.

)

d) Prove que A néo é diagonalizavel.

14. Seja
1 10
A=(0 1 0
0 0 2
Determine o polinémio caracteristico, os autoespacos e diga se A é diagonalizavel.

15. Seja A uma matriz 3 x 3 tal que
det(A—AI) = —A* + 522 =2\ + 1.

a) Prove que A é invertivel.

b) Determine A~! como um polinémio em A.

4. Diagonalizacao

Definicao — Matriz diagonalizavel
Uma matriz A € M, (K) é diagonalizavel se existe P € G L, (K) tal que P~*AP é diagonal. Um operador T é diagonalizdvel
se sua matriz em alguma base é diagonal.

Definigcao — Multiplicidades algébrica e geométrica
Se A é uma raiz de pr(z), sua multiplicidade algébrica é sua multiplicidade como raiz de pr. Sua multiplicidade
geométrica é

mgy(A) = dim Ey(T).




16. Prove que, para todo autovalor A,

1 <mg(A) < mg(A).
17. Prove que T € Endg (V) é diagonalizavel se, e somente se, V possui uma base formada por autovetores de T
18. Prove que, se T possui n = dim V' autovalores distintos, entao T é diagonalizavel.

19. Considere
4 1 0
A=1(0 4 0
0 0 2
Determine as multiplicidades algébricas e geométricas de todos os autovalores e conclua se A é diagonalizavel.

20. Encontre uma matriz P tal que
PtAP

seja diagonal para

b
Il
S O N
S W =
oL O O

5. Polinémios de operadores e polindomio minimal

Definicao — Polinémio de um operador

Se
g(z) =ap+ a1z + -+ anz™ € K[z,

definimos
q(T) =agld+ a1 T+ -+ a, T™.

Definicao — Polinémio anulador
Um polindémio ¢ € K[z] é um polinémio anulador de T se

q(T) = 0.

Definicao — Polinémio minimal

O polinémio minimal de T, denotado por mz(z), é o polinémio ménico de menor grau tal que

21. Se q(T)=0e A é um autovalor de T, prove que
q(A) =0.
Conclua que todo autovalor de T' é raiz de todo polindémio anulador de T'.

22. Prove que o polinémio minimal divide todo polinémio anulador de T

(Y Gl

24. Se T? = —Id, determine o polinémio minimal de T sobre R e sobre Q.

23. Calcule o polinémio minimal das matrizes

Teorema de Cayley—Hamilton
Se pr é o polindémio caracteristico de T', entao

25. Use o teorema de Cayley—Hamilton para provar novamente o exercicio sobre a matriz 3 x 3 cujo polindmio caracteristico é

A 45aZ—2a+ 1.



6. Decomposicao de Fitting e nilpotentes

Definicao — Operador nilpotente
Um operador N é nilpotente se existe r > 1 tal que

N" =0.

O menor r com essa propriedade é chamado de indice de nilpoténcia.

26. Seja T € Endg (V). Prove que existe n € tal que

|V = ker(T™) @ Im(T™). |

27.  Na decomposicao
V =ker(T") @ Im(T™"),

mostre que a restricao de T a ker(7™) é nilpotente e a restrigdo de T' a Im(T™) é invertivel.

Definicao — Decomposicao de Fitting
A decomposicao
V =ker(T") @ Im(T"),

para n suficientemente grande, é chamada de decomposicao de Fitting.

28. Determine a decomposicao de Fitting de
01 0
T=10 0 0
0 0 2
29. Seja N nilpotente em um espago de dimensao n. Prove que o tinico autovalor de N ¢é 0.

7. Operadores nilpotentes e cadeias de Jordan

Definicao — Cadeia de Jordan

Se N é nilpotente e
v, Nv,N?v,... Nty

sao linearmente independentes, dizemos que esses vetores formam uma cadeia de Jordan para N.

Definicao — Bloco de Jordan

O bloco de Jordan de tamanho r associado ao autovalor \ é

A1 0 --- 0
0 X 1

0 0 X 1
0 0 A

Definicao — Forma de Jordan

Uma matriz estd na forma de Jordan se é bloco diagonal, com blocos da forma J,.(\).

30. Determine a forma de Jordan de

O O OO
oS O O
[N el =)
O = OO

Determine também uma base de Jordan.

31. Considere

Il
o O O
O O =
S OO

Determine:



a

b

d

(§]

o indice de nilpoténcia;
dim ker V;

dim ker N?;

a forma de Jordan;

uma base de Jordan.

)
)
c)
)
)

32. Se N é nilpotente e
d = dimker N*,

prove que
d, — di—1

é o niumero de blocos de Jordan de tamanho pelo menos k.

33. Use as dimensoes
dimker N = 3, dimker N2 = 5, dimker N3 =6

para determinar os tamanhos dos blocos de Jordan de um operador nilpotente N em dimensao 6.

8. Forma de Jordan: exercicios de calculo

34. Calcule a forma de Jordan da matriz

2 0 1 =3
0 2 10 6
00 2 0
00 0 3

Determine também uma base de Jordan.

35. Calcule a forma de Jordan da matriz

36. Seja
T:R* -5 R*
dada por
T(x1, 9,23, 24) = (323 + T4, 201 + 229 — da3 + 224, T3 + 24, 3T4 — T3).
a) Escreva a matriz de T na base canoénica.

b) Determine o polinémio caracteristico.

¢) Determine os autovalores e autoespacos.

d) Calcule a forma de Jordan.

e) Encontre uma base de Jordan.

)
)
)
)
)
)

f

Determine os fatores invariantes de T'.



9. Questoes de sintese

37. Seja T € Endg(V). Suponha que o polindémio caracteristico se decomponha em fatores lineares distintos:

T

pr(z) = H(x =)™

i=1

Explique quais informagoes sobre a diagonalizagao de T' podem ser obtidas apenas a partir do polinémio caracteristico e quais
informagoes exigem o cédlculo dos autoespacos.

38. Seja T um operador diagonalizavel. Prove que todo subespago T-invariante possui um complemento T-invariante.

39. Suponha que K = C. Explique por que todo operador em dimensao finita possui forma de Jordan. Quais sao os dados
necessarios para determinar essa forma a partir de 17

40. Se T possui polindomio minimal
mp(z) = (z — 2)3(x + 1),

determine os possiveis tamanhos dos blocos de Jordan associados aos autovalores 2 e —1. Explique o que o expoente de cada fator
informa sobre os blocos.

41. Considere um operador 7' em dimensao 5 sobre C tal que
dimker(T' — 2I) = 3, dimker(T — 2I)* = 4, dimker(T — 2I)® = 5.

Determine os tamanhos dos blocos de Jordan associados a A = 2.

42.  Determine todos os possiveis tipos de Jordan, a menos de permutacao dos blocos, para um operador em dimensao 4 que
possui apenas o autovalor A = 1 e satisfaz
dimker(T — T) = 2.

43. Para cada uma das afirmacoes abaixo, determine se é verdadeira ou falsa e justifique.

a) Todo operador com polinémio caracteristico completamente fatorado é diagonalizavel.

b

Todo operador com n autovalores distintos em dimensao n é diagonalizavel.

c) Se T é diagonalizavel, entao seu polindomio minimal nao possui raizes repetidas.

e

)
)
)
d) Se o polinémio minimal de T' é (z — A\)", entdo T possui apenas um autovalor.
) Se T é nilpotente, entdao T é diagonalizdvel.

)

f) Se T é diagonalizavel e nilpotente, entao T = 0.



