Algebra Linear 2

Lista de forma de Jordan

Referente as Aulas 8, 9 e 11: existéncia e cdlculo da forma de Jordan, contagem de blocos, poténcias de
matrizes e forma de Jordan real.

Convengoes. Usamos as convengdes das notas de aula.
* pa(x) =det(xI — A) e my(A) é amultiplicidade algébrica de A.
e Ji(A) é o bloco k x k com A na diagonal e 1’s acima da diagonal. Numa cadeia, o primeiro
vetor é o aniquilado por N = A — Al: a ordem é N¥1p,...,No,v.
* dj =dim ker(A — )\I)j e bj = d]- — d]-,l ¢ o namero de blocos de A de tamanho > j; o niimero
de blocos de tamanho exatamente j é N; = 2d; —d; 1 —dj;1.
* Rot(a,b) = (4t);sez = u+iw é autovetor de a + bi (com b > 0), usa-se a base (w, u).

As respostas estdo no final. A matriz P ndo é tinica: se a sua for diferente, confira se AP = P] coluna
por coluna.

1 Calculando a forma de Jordan

Nos Exercicios 1 a 8, para cada matriz A:

(i) calcule p4 e os autovalores;
(ii) para cada autovalor A, calcule dq,do, ... até estabilizar;
(iii) determine a forma de Jordan J;
(iv) encontre P invertivel com P~!AP = ], conferindo AP = PJ coluna por coluna.

1. (a) A= (_31 }), (b) A = <} _54>; (c) A= (_52 ;) ((c): Moura, Ex. 6.5.1(1))

-3
-1 2 -1
3. A=|-3 4 -1
3 -2 3
3 4 -4
4. A=(-4 -4 3
-4 -3 2
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5. A= (2 3 2) . Compare com o Exercicio 3: nos dois casos hd um autovalor repetido. Explique,

10.

11.

12.

3 3 4
usando dj, por que uma das matrizes é diagonalizdvel e a outra néo. (Moura, Ex. 6.5.1(13))
1200
A= 2 110 M Ex. 6.5.1(28
=lo o0 1 2 (Moura, Ex. 6.5.1(28))
00 21
2 1 0 0
A= 0 100 M Ex. 6.5.1(30
=14 2 3 _o (Moura, Ex. 6.5.1(30))
0 -2 0 3
2 1 -2 2
1 2 -2 1
A= -1 1 2 1
21 2 2
. O operador derivagdo D(p) = p’ em P3(IR) é representado, na base {1, x, x%, x>}, pela matriz
0100
0020
A= 0 00 3
0 00O

Determine a forma de Jordan de A e uma base de Jordan de P;(R) formada por polindmios.
(Hoffman e Kunze, Ex. 7.3.5)

Determine a forma de Jordan da matriz
2
1

A= -1

O = =) ON O
SR, ONOO
SR, N O OO
_ N O O OO

S OO oo

S = O

Aqui ndo ¢é preciso encontrar P: basta calcular os d;. (Hoffman e Kunze, Ex. 7.3.6)

Forma de Jordan a partir de invariantes

Seja A € M5(C) com py(x) = (x —2)3(x +7)? e my(x) = (x —2)?(x + 7). Determine a forma
de Jordan de A. (Hoffman e Kunze, Ex. 7.3.3)
Seja A € Mg(C) com pa(x) = (x +2)*(x — 1)

(a) Liste todas as formas de Jordan possiveis para A, a menos da ordem dos blocos. Quantas
sdo?



(b) Para cada uma, escreva my4.
(c) Quais delas néo ficam determinadas pelo par (pa, m4)?

(adaptado de Hoffman e Kunze, Ex. 7.3.4)

13. Determine a forma de Jordan em cada caso.

(a) A € My(C) énilpotente, comd; =3,d, =5,d3 =6eds =7.
(b) A € Ms(C) tem pa(x) = (x —5)%, posto(A — 5I) = 5, posto(A — 51)2 = 2 e posto(A —
51)3 = 0.

14. Considere as matrizes

15.

16.

17.

18.

19.

0100 1 1 00 1 1 0 O
0 00O -1 -1 0 0 -1 -1 0 O
A= 000 1) B= 0 0 0 0] ¢ 0O 0 2 4
0 00O 0 0 0O o o0 -1 -2

(a) Mostre que as trés tétm o mesmo polindmio caracteristico e 0 mesmo polindmio minimal.
(b) Calcule d; para cada uma e determine suas formas de Jordan.
(c) Decida quais pares sdo semelhantes.

Poténcias de matrizes

(a) Escrevendo Ji(A) = AI + N e usando o bindmio de Newton, calcule J>(A)" e J3(A)".
(b) Calcule J53(2)1% e J3(—1)20%.

(a) Seja A a matriz do Exercicio 1(a). Usando A = PJP~!, calcule A" para todon > 0 e, em
seguida, AL,

(b) Seja A a matriz do Exercicio 3. Mostre que (A — 2I)? = 0 e use isso para calcular A" sem
encontrar P.

Seja A a matriz do Exercicio 4. Calcule A" para todo n > 0 e confira a férmula paran = 0e
n=1.

(Recorréncias lineares.)

Xn41 ) —

(a) A sequéncia (x,) satisfaz x,.» = 4x,.1 —4x,, com xo = 1 e x; = 4. Escreva ( gt

M( ", ), calcule a forma de Jordan de M e encontre uma férmula fechada para x;,.

(b) A sequéncia (y,) satisfaz y,4+3 = 3¥u42 — 3Yn+1 + Yn, comyp =0, y1 = 1 e y» = 4. Mostre
que a matriz da recorréncia é a matriz do Exercicio 2 e encontre uma férmula fechada para

Yn-

Uma particula ocupa um de trés estados. A cada passo, a distribuicdo de probabilidades v, € R?
é atualizada por v,+1 = Mv,, onde
100
=14
17 1
(a) Verifique que a soma de cada coluna de M é 1.

3



(b) Determine a forma de Jordan de M e uma matriz P.
(c) Calcule M" para todon > 0.
(d) Calcule 1311 M" e interprete o resultado.

n—o0

4 Forma de Jordan real

20. (a) Seja A = G’ :?) Determine a forma de Jordan real de A e P com P~'AP = Rot(1,1).

Escrevendo Rot(1,1) = V2 Rot( cos 7, sin %), calcule A% e A2026,

6 -3 -2
(b) Seja B = | 4 —1 —2]. Determine a forma de Jordan real de B, uma matriz P real
10 -5 -3
correspondente e calcule B202, (Moura, Ex. 6.5.1(15))



Respostas

1. @pa=(x—-2)>%d =1,d=2,] = ]»(2),

b)pa=(x—=3)%d1=1,dy =2;] = »(3),

p:(‘f é)

(c) pa = (x —3)(x —4); A é diagonalizavel, ] = diag(3,4),
-1 -1
p= ( L ) |

2. pa=(x—1)3%d =1,dy=2,d5=3; ] = J5(1),

3. pa=(x—=2)%d1 =2,dy =3;] = 2(2) ® )1(2),
-1 2 1
P=|-1 2 2].
1 -1 1
4. pa= (x+1)*(x =3);parad = —1,dy = 1,dy = 2; ] = [o(—1) ® 1(3),
0 -1 -1
P=11 1 1 ].
1 0 1
5. pa = (x —1)%(x —7); para A = 1, d; = 2. A é diagonalizavel, | = diag(1,1,7),

-1 -1 1
P=111 0 2].
0 1 3

No Exercicio 3, ao contrario, d; = 2 < 3 = m,(2).

6. pa = (x+1)%(x — 3)?; para cada autovalor, d; = led, = 2; ] = [,(—1) @ J2(3),

2 1 20
-2 0 21
b= 0 -4 0 4
0 4 0 4



7. pa=(x—1)(x—2)(x —3)%, parar =3,d1 =1,d, =2; ] = [;(1) ® ]1(2) & 2(3),

11 0 0
10 0 O
b= 2 4 -2 0
10 0 1

8. pa = (x_2)4; dl = 2/ dZ = 3/ d3 = 4/] = ]3(2) @]1(2),

10 12
0 1 02
P=1-1 101
1 -2 00

9. d; = jparaj < 4; ] = J4(0). Base de Jordan: {6, 6x, 3x2, x%}, isto é, a cadeia D3(x3), D?(x3),
D(x3), x3.

10. pa = (x —2)5(x +1); parad =2,d; =2,do =3,d3 =4,ds =5, ] = J4(2) ® J1(2) ® J1(—1).
11. | = (2) & h(2) ® 1(=7) & J1(=7).

12. (a)Sd05-2 = 10: para A = —2, os tamanhos dos blocossdo4;3+1;2+2;2+1+4+1,1+1+1+41;
paraA =1,sd8020ul+1. (b) my = (x +2)*(x — 1), onde a é o tamanho do maior bloco de —2 e
b 0 do maior bloco de 1. (c) Os tamanhos2 +2e2 41+ 1para A = —2 ddo 0 mesmo a = 2; assim,
para cada uma das duas escolhas em A = 1, ha duas formas com 0 mesmo par (pa, m4).

13. (@) Ny = No = Ny = 1, N3 = 0; ] = J4(0) © 2(0) ® J1(0). (b)d1 = 3,d> = 6,d3 = §;
] = J3(5) @ J5(5) @ J2(5).

14. (a) Astréestétm p = x* e m = x2. (b) d1(A) = 2, d1(B) = 3, d1(C) = 2;logo A ~ C ~
J2(0) @& J2(0) e B ~ J2(0) & J1(0) @ J1(0). (c) Apenas A e C sdo semelhantes.

Al n/\nfl (721))\7172

15. (a) Jo(A)" = (26 ”é\nn_1> e J3(A)" = (o AT Al )
0 0 A

1024 5120 11520 1 —2026 2051325
(b) J5(2)10 = 0 1024 5120 | e J3(—1)*26 = |0 1 —2026 |.
0 0 1024 0 0 1

o (n42 n o (6144 5120
16. (@) A" =2 (—n 2—n>eA = (—5120 —4096

-3 2 -1
A=-2I=-3 2 -—-1].
3 -2 1

17. Escrevendos = (—1)" et = 3",

t t—s s—1t
Al =|s—t 2—n)s—t (n—1)s+¢t].

s—t (1—n)s—t ns +t

). (b) A" = 2] + n2""1(A — 2I), com

6



18. () M = (_04 i),]:]2(2)exn =(n+1)2" (b)y, = n>

19. (b) ] = (3) & J1(1),

(©

27" 0 0
M" = n2-n-1 27" 0.
1—(n+2)27"1 1-27" 1

000
lim M"= [0 0 0],
n—00

1 11

(d) O limite é

o que significa que, qualquer que seja a distribuigdo inicial, a particula termina no terceiro estado
com probabilidade 1.

20. (a) pa = x> —2x + 2, autovalores 1 +i;z = (2+4,1), u = (2,1), w = (1,0),

()

AS =16l e A2026 — 21012A2 — 21013 <2 _5>
1 -2/

(b) pg = (x —2)(x% +1); forma real J;1(2) & Rot(0,1), com

113
P=101 3
2 05

(colunas v = (1,0,2), w = (1,1,0), u = (3,3,5), onde z = u + iw é autovetor de 7). Como
Rot(0,1)?0%6 = Rot(0,1)? = —1I, escrevendo t = 2226,

t 0 0 t —(t+1) 0
B¥% —_plo -1 0 |P 1= 0 -1 0 |.
0 0 -1 2(t+1) —2(t+1) -1



