Algebra Linear 2

Lista de operadores adjuntos

Referente a Aula 13: espaco dual, teorema de Riesz, operador adjunto, operadores autoadjuntos e unitarios.

Salvo mencgdo em contrario, V tem dimensdo finita n sobre K = R ou C, e o produto interno
é linear na primeira entrada e conjugado-linear na segunda. Em K", “produto usual” significa
(u,v) =Y u;0;. Os exercicios marcados com (%) sdo mais desafiadores. Respostas dos exercicios de
calculo ao final.

1 Espaco dual e base dual

1. Em R3, considere a base B = {v1,vp,v3} com vy = (1,0,0), v2 = (1,1,0) e vz = (1,1,1).

(a) Determine a base dual {fi, f2, f3}.

(b) Escreva f(x,y,z) = x + 2y + 3z como combinacao linear de fi, f>, f3.

(c) Calcule f1(v), f2(v) e f3(v) parav = (4, —1,2) e verifique que esses nimeros sao as coorde-
nadas de v na base B.

2. (Regra de Simpson.) Em P»(RR), considere os funcionais g1(p) = p(—1), g£2(p) = p(0) e
g(p) = p(1).
(a) Encontre polindmios p1, p2, p3 € P2(R) tais que g;(p;) = dyj.
(b) Conclua que {p1, p2, p3} é base de P,(R), que {g1, 82, g3} € base de P,(R)* e que a segunda
é a base dual da primeira.
(c) Usando a expansdo f =Y, f(p;) i do teorema da base dual, mostre que para todo p € P»(R)

[ pxdr= Lp(-1)+ 2 p) + 1 p1).
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(d) Verifique que a férmula do item (c) continua vélida para p = x°, mas falha para p = x*.

3. Seja f € V* ndo nulo.
(a) Mostre que dimker f =n —1.
(b) Se g € V* satisfaz ker f C ker g, mostre que existe ¢ € K com g = cf. Sugestdo: fixe vy com
f(vo) =1leescrevav = (v — f(v)vg) + f(v)vo.

4. (Anulador sem produto interno.) Para um subespago W C V, seja W0 = {f € V* : f(w) =
0Vw € W}.

(a) Seja{vy,...,vr} base de W, completada a umabase p = {v1,...,v,} de V,eseja{f1,..., fu}
a base dual. Mostre que W® = span{ fi.1,..., fn} e conclua que dim W% = n — dim W.
(b) Em R3, determine W' para W = span{(1,1,0),(0,1,1)}.
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. (A transposta de um operador.) Dado T: V — V linear, defina T!: V* — V* por T!(f) = f o T.

(a) Mostre que T* é linear, que (ST)! = T'S! e que Id" = 1d.

(b) Seja pbase de V, B* sua base dual e A = [T]g. Mostre que [T']g- = AT, em qualquer base.
Sugestdo: calcule (T f;)(v;).

(c) Mostre que ker T* = (Im T)?, com a notagao do Exercicio 4.

O teorema de representacao de Riesz

. Em cada caso, encontre o vetor w tal que f(v) = (v, w) para todo v.

(@) V = C? com o produto usual e f(z1,22) = (1+1)z; + 225.

(b) V = R? com (u,v) = 2u1v1 + upv e f(x,y) = x +y. Compare com o vetor obtido para o
produto usual de RR?.

(©) V= Pa(R) com (p,q) = |, pqdxe f(p) = p/(0).

(d) V = P,(R) com o mesmo produto e f(p) = p(1).

Sugestdo para (c) e (d): use a base ortogonal {1, x, x> — 1} da Aula 12.

Seja®: V — V*, &(w) = (-, w).

(a) Mostre que ®(wq + wy) = P(wq) + P(wz) e P(aw) = a P(w).
(b) Mostre que, se {ey, ..., e,} é base ortonormal, entdo {®(e1),..., P(e,)} € a sua base dual.

(c) Dé um exemplo, em R? com algum produto interno, de uma base B tal que ®(B) ndo é a
base dual de .

(%) (Riesz falha em dimensdo infinita.) Seja P(R) o espaco de todos os polindmios reais, com

(p,q) = fol pqdx, e seja f(p) = p(0). Mostre que ndo existe w € P(R) com f(p) = (p,w) para
todo p. Sugestio: aplique a suposta identidade a p(x) = x w(x).

O operador adjunto

. Em C2? com o produto usual, seja T(z1,22) = (21 +iz2, (2 —1)z1).

(a) Escreva a matriz de T na base candnica.

(b) Determine T*(z1,25).

(c) Verifique diretamente que (Tej, e2) = (e1, T*ep).
(d) T é autoadjunto?

Em P;(R) com (p,q) = fol pqdx, seja D(p) =p'.
(a) Aplique Gram-Schmidta {1, x} para obter uma base ortonormal = {e1,e2}.
(b) Calcule [D]g e [D*].
(c) Mostre que D*(a + bx) = 3(2a+b)(2x — 1).
(d) Verifique que (Dp, q) = (p, D*q) para p = q = «x.
(e) Compare com o Exemplo guiado 1 da Aula 13, em que o intervalo era [—1, 1]. O que essa
comparagao mostra sobre a dependéncia de D* em relagdo ao produto interno?

Em M, (RR), considere o produto interno (A, B) = tr(BT A). Fixada M € M, (RR), determine o
adjunto de cada operador:
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@) Lm(X) = MX;

(b) Rm(X) = XM;

(c) T(X) = XT; mostre ainda que T é autoadjunto e ortogonal;

(d) adm(X) = MX — XM; conclua que ad s é autoadjunto quando M é simétrica.

(Adjunto em base qualquer.) Seja f = {v1,...,v,} uma base de V, ndo necessariamente
ortonormal, e seja G a matriz de Gram, G;; = (v}, v;). Indique por [u] o vetor de coordenadas de u
na base .

(a) Mostre que (u,v) = [0]*G [u] e que G é invertivel.
(b) Se A = [T]g, mostre que | [T*]g = G TA*G|

(c) Recupere o Teorema 3.3 da Aula 13 como caso particular.

(d) Em R?, considere (u,v) = U101 + U102 + U1 + 2upv,. Mostre que é um produto interno e,

para T(x,y) = (x +y, y), calcule T*(x,y). Compare [T*]|can com [T]1,...

(O adjunto visto no dual.) Com as notag¢des dos Exercicios 5 e 7, mostre que
T*=® loTlod.

Em seguida, use o Exercicio 7(b) e o Exercicio 5(b) para obter uma nova demonstracdo de que

[T*]p = [T]p ! quando B é ortonormal. Explique de onde vem a conjugagao.

SejaT: V — V linear.

(a) Mostre que T*T é autoadjunto e que (T*Tv,v) > 0 para todo v.
(b) Mostre que ker(T*T) = ker T. Sugestio: calcule (T*Tv, v).

(c) Conclua que posto(T*T) = posto T.

(d) Mostre que V = ker T @ Im T*, com as duas parcelas ortogonais.

(Subespacos invariantes.) Seja W C V um subespaco invariante por T, isto é, T(W) C W.

(a) Mostre que W+ é invariante por T*.
(b) Conclua que, se T é autoadjunto, W+ é invariante por T.
(c) Mostre que, se T é unitdrio, entdo T(W) = W, T*(W) = W e W+ é invariante por T.

Este exercicio serd usado na demonstragdo do teorema espectral.

4 Operadores autoadjuntos e unitdrios
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Determine todos os a,b € C para os quais a matriz é

(a) hermitiana: < 2 Z);

1+4i
1 4

(b) unitéria: (f . )
V2

(Reflexdes de Householder.) Seja u € R" com ||ul| =1e H =1 —2uu'.

(a) Mostre que H é simétrica e ortogonal.
(b) Mostre que Hu = —u e que Hw = w para todo w L u. Interprete geometricamente.



(c) Calcule H para u = £(1,2,2).
(d) Mais geralmente, considere as trés condi¢des sobre um operador T: (i) T é autoadjunto, (ii)
T é unitério, (iii) T> = Id. Mostre que quaisquer duas delas implicam a terceira.

18. (Projecdes ortogonais.) Seja P: V — V linear com P? = P.

(a) Mostre que V =ImP @ ker P.

(b) Mostre que P é autoadjunto se, e somente se, ker P L Im P.

(c) Em R? com o produto usual, verifique que P(x,y) = (x + y, 0) satisfaz P> = P e decida se
P é autoadjunto.

19. (%) Seja V um espago com produto interno sobre C.

(a) Verifique a identidade de polariza¢ao

3
4(Tu,v) = Y i (T(u + i*0), u + i*v).
k=0

(b) Conclua que, se (Tv,v) = 0 para todo v, entdo T = 0.

(c) Mostre que o item (b) é falso sobre R, usando a rotagdo de 90° em R?.

(d) Conclua que, sobre C, T é autoadjunto se, e somente se, (Tv,v) € R para todo v. Sugestio:
aplique (b) a T — T*. Compare com a Observagdo 4.3 da Aula 13.

20. Seja A € M, (C).

(a) Mostre que det(A*) = det A.

(b) Se A é hermitiana, mostre que det A € R e que todo autovalor de A é real.

(c) Se A é unitéria, mostre que |det A| = 1. Se, além disso, A é real, conclua que det A = +1.
(d) Dé um exemplo de matriz A € M,(IR) com det A = 1 que nao seja ortogonal.

Respostas dos exercicios de calculo

l.@fA=x—y fo=y—2z fz=z (b)f=fi+3f+6f3 (c)(5 —3,2),edefato5v; —3v,+2v; =
(4,—1,2).

2. (@) p1 = %x(x —1),pp=1-x2%p3= %x(x +1). (d) Para x*, ambos os lados valem 0; para x* o
lado esquerdo vale % e o direito vale %
4. (b) W = span{f}, com f(x,y,z) = x —y + z.

6. @Qw=(1-42). b)w = (%, 1); no produto usual, w = (1,1). (c) w = %x. (d)w =
1(15x2 4 6x — 3).

9. @) (,1,4). (b) T*(z1,22) = (271 + (2 +i)z2, —iz1). (c) Ambos valem 2 —i. (d) Nao.

10. () e; = 1,¢p = v/3(2x —1). (b) [D]s = (32\0/5), [D*]; = (2333). (d) Ambos valem 1.

11. () L, = Lyr. () Ry = Ry, () T° = 7. (d) ad}y = adyr.

12 (d) (u,u) = (u1 + u2)* +u3; T*(x,y) = (=y, x+2y),isto &, [T]ean = (3 3') # (19) = [T]dan-

16. (@)a=1—iebeR. (b)a:\%emeb:—%e*ie,comGER
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L7 4 4
7. OH=5|-4 1 -8
—4 -8 1

18. (c) P> = P, mas ker P = span{(1, —1)} e Im P = span{(1,0) } ndo sdo ortogonais; logo P nao é
autoadjunto.



