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Sejam K um corpo qualquer e V um K-espago vetorial de dimensao finita.

Um operador linear é uma transformacao linear 7: V' — V.

Se dimg V' = n e B é uma base de V, entao a matriz [T pertence a
M,,(K); muitas informagoes sobre 7' podem ser obtidas através de calculos
sobre a matriz [T]g. Para obter tal feito é conveniente que [Tz seja a mais
simples possivel. Além das matrizes multiplas da identidade AI,,, com A\ € K,

talvez as matrizes mais simples sejam as matrizes diagonais

cg 0 0
D— 0 c.g 0
0 O C,
De fato, se B = {vy, -+ ,v,}, entao [T]g = D se, e somente se, Tv; = c;v;,
para todo i =1,--- ,n. Com isso, temos por exemplo,

ker(T) = (v; | Tv; = vy, ¢; =0) e

Im(T) = <Ui | T’Ui = CjV;, C; % 0>,

ou seja, informacoes importantes sobre T" podem ser obtidas a partir de D.
Sendo assim, caso [T]s nao seja diagonal, seria interessante determinar uma
base C tal que [T]e = P~[T|gP seja diagonal, onde P é uma matriz in-

vertivel. O problema é que nem toda matriz é semelhante a uma matriz

11
diagonal, como ¢ o caso de ( 01 )

Mudanca de base como isomorfismo

Até agora, vimos que a matriz de um operador linear depende da base
escolhida. Vamos entender como as matrizes de duas transformacgoes lineares
se relacionam.

Sejam B = (vy,...,v,) € C = (wy,...,w,) duas bases de V. Definimos o
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operador linear
V-V

que envia cada vetor escrito na base C para o mesmo vetor escrito na base
B. Ou seja, & é o operador identidade em V', mas visto em coordenadas
diferentes. Em particular, ® é um isomorfismo.

A matriz de ® na base C no dominio e B no contradominio é exatamente

a matriz de mudanca de base:
P = [D]¢.

As colunas de P sao as coordenadas dos vetores de C escritas na base B.
Como ® é um isomorfismo, sua inversa ®~! corresponde & mudanca de

base inversa, e sua matriz ¢ P~

AgorasejaT : V — V um operador linear. Temos o diagrama comutativo

v L, v

Isso significa que
OoT =To0.

Passando para matrizes, obtemos
P[T]e = [T]s P.
Multiplicando & esquerda por P~!, segue a relacao fundamental
[T)e = P [T|s P.

Conclusao: duas matrizes representam o mesmo operador linear em bases

diferentes se, e somente se, sao semelhantes.
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Exemplo 1. Considere V = R?, a base canonica

B = {61, 62},

e a base

C={(11),(1,-1}.

A matriz de mudanca de base é

Se

entao a matriz de T na base C é
[T)e = P[T)5P.

Veremos no decorrer dessas notas que se K é algébricamente fechado,
podemos determinar J uma matriz similar a [T]z que, embora nao seja di-
agonal, possui uma forma que facilita a obtencao de informacoes relevantes
de T'. Tal matriz é a conhecida forma canoénica de Jordan.

Veremos a seguir alguns resultados e defini¢oes necessarios para obter tal

forma.
Definicao 1. Seja T : V' — V um operador linear.

1. Um autovalor de T é um elemento A € K, tal que existe um vetor
nao nulo v € V com T(v) = Av. Denotaremos os autovetors de T'

associados a A por Autr(A).

2. Se A é um autovalor de T, entao todo vetor nao nulo v € V tal que
T(v) = \v é dito autovetor de T associado a A. Denotaremos por
Autp(N) o subespago de V' gerado por todos os autovetores associados

a A, dito autoespago de .
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3. Suponha que dimg V' = n < oco. Dizemos que T é diagonalizavel se

existe uma base B tal que [T]z é diagonal.

Observacao 2. Dizer que T ¢é diagonalizavel é equivalente a dizer que existe

uma base B formada por autovetores de 7T'.

Exemplo 2. Se T': V — V é um operador linear nao injetivo, entao 0 é um
autovalor de T'. De fato, como T nao é injetivo, existe um vetor nao nulo v

em seu nucleo. Dai T'(v) = 0 = Ov.

Conforme o exemplo a seguir mostra, alguns operadores lineares nao pos-

suem autovalores.

Exemplo 3. O operador T : R? — R? dado por T'(x,y) = (—y, x) nao possui

autovalores. De fato, se existe A tal que T'(x,y) = A(z,y), entao

-y = AT
r = Ay,

cuja unica solucao ¢ o vetor nulo.
A seguir veremos como determinar os autovalores de um operador linear.

Proposicao 3. SeT : V — V é um operador linear onde V é um K-espaco
vetorial de dimensao finita. Entao A € K é um autovalor de T se, e somente
se, ker(A\I —T) # 0.

Demonstracao. Segue da definicao de autovalor. n

Assim, nas condigoes da proposicao anterior, sejam B uma base qualquer

de V e [A] — T]g a matriz do operador linear AI — T nesta base. Segue que

ker(\l = T)#0 < [A — T nao é invertivel
& det([M —Tg) =0.

Se dimg V' = n, observe que det([z/ —T3) é um polinémio ménico de grau
n. Sendo assim, A é autovalor de T se, e somente se, A é raiz de det([z]—Tp).

E mais, se C é outra base de V', sabemos que existe uma matriz invertivel

4
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P € M,(K) tal que [Tz = P }[T]cP (i.e. [T]c e [T]s sdo semelhantes) e

sendo I, a matriz identidade em M, (K), segue que

det([zI — T]g) = det(zl, — [T]5)

= det(xP7'I,P — P7YT|cP)
= det(P~Y(xl, — [T]c)P)
( ]
(

= det(P~1)det(zI, — [T]c) det(P)
= det(zl, — [T)ec)
= det([zI —T]c),

ou seja, det([xI — T]z) nao depende da base escolhida, o que justifica a

seguinte defini¢ao.

Definicao 4. Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finita, 7' : V' — V
um operador linear e B uma base de V. Chamamos o polinémio det([zI—T)

de polinémio caracteristico de T' e o denotamos por pr(z).

Nas condigoes da definicao anterior, se K é algébricamente fechado, entao

o polinomio caracteristico de um operador T sera da forma
pr(z) = (@ — M) (2 = A)",

com )\; € Ker; > 1. Em particular, existirao autovalores para T'.

O resultado a seguir caracteriza quando um operador é diagonalizavel.

Teorema 5. Sejam V' um K-espaco vetorial de dimensao finita, T :V — V
um operador linear e A, --- , Ay 0s distintos autovalores de T'. Entao T ¢é

diagonalizdvel se, e somente se,
V= AutT<)\1) DD AUtT()\g)

(equivalentemente, dimg V' = Zle dimg Autr(N;)).
Exemplo 4. Seja T : R3 — R3 tal que
1 2 -1

Tle=| -2 -3 1 |,
2 2 =2



Professor Charles Almeida- FORMA CANONICA DE JORDAN-MA719

onde C é uma base qualquer de R3. Fazendo os cdlculos, temos pr(x) =
(z+1)*(z +2),

Autr(—1) = ((1,0,2), (0,1,2)) e Autr(—2) = (1, —1,1)).

Logo, pelo Teorema 5, B = {(1,0,2),(0,1,2),(1,—1,1)} é uma base de R? e

T é diagonalizavel.

Dado um autovalor A\ de um operador T', veremos a seguir a relacao
entre dimg Autr(A) com a multiplicidade de A como raiz do polinomio ca-

racteristico pr(x).

Definicao 6. Sejam V' um K-espago vetorial de dimensao finita, 7' : V' — V
um operador linear e pr(z) = (z — A)™g(z), com ¢(\) # 0, o polinomio

caracteristico de T e A um autovalor de T'.

1. O nimero m é chamado de multiplicidade algébrica de A e denotado

por ma(\).

2. Chamamos de multiplicidade geométrica de A\ a dimensao do su-

bespago Auty () e indicamos tal nimero por mg(\).

Proposicao 7. Sejam V um K-espago vetorial de dimensao finita, T : V —

V' um operador linear e X\ um autovalor de T'. Entdo mg(\) < ma(\).

Sejam V' um K-espago vetorial de dimensao finita, 7 : V' — V um opera-
dor linear, tal que pr(z) = (=)™ -+ - (x—Ap)™, onde Ay, - -+, Ay s@o distin-
tos. Segue da definicao do polinomio caracteristico que dimg V' = ni+- - -+ny;
assim, pela proposicao acima, temos que dimg V' = Zle dimg Autr(N;) se, e

somente se, ma(\;) = mg(\;) para cada i. Isso nos leva ao seguinte resultado.

Teorema 8. Sejam V' um K-espaco vetorial de dimensao finita, T : V —
V' um operador linear e sejam Ai,--- , \; 0s seus distintos autovalores. As

sequintes condi¢oes sao equivalentes.

1. T € diagonalizavel.

2. pr(x) = (x—A)™ - (& —X)™, n; > 1 e mg(\;) =ma();), para cada
i=1,-- 1.
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9. dimg V = S0 dimg Autp(\).

Agora, como prometido, veremos o que ocorre quando [T]z néo é diago-

nalizavel.

Definicao 9. Sejam V um K-espago vetorial, T : V' — V um operador linear
e seja W C V um subespago de V. Se T'(w) € W, Yw € W, dizemos que W

¢ um subespaco T-invariante de V.

Proposicao 10 (Exemplos). Seja T : V — V' um operador linear, onde V é
um K-espago vetorial e sejam W C V' um subespago de V e A € K. Entao

1. Os subespagos vetoriais de V', nicleo ker(T) e imagem Im(T') sao T-

muariantes.

2. Se W € um subespaco T-invariante, entao a restricao de T a W é um

operador linear 1), : W — W.
3. W é (M — T)-invariante se, e sé se, W for T-invariante.

O estudo de subespacos invariantes de um espaco vetorial V' por um
operador linear T': V' — V é 1til, pois nos permite encontrar uma base para
o espacgo vetorial na qual a matriz de T pode ser escrita em blocos, como

podemos ver a partir do seguinte teorema.

Teorema 11. Sejam T : V. — V um operador linear e V um K-espaco
vetorial de dimensao n, tais que V = Wy @ --- ® W,., onde cada W; é um
subespaco T-invariante. Seja também B = By U---UB, uma base de V', com

B; base de W;. Entao [T|s se escreve da sequinte maneira:

[TI] B, 0 ce 0
0 [Tyg, 0
[T]B = . . )
0 0 [TT]Br

onde [T, € a matriz da restricao T; := Tyy,.
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Demonstragao. Considere B; = {v;1,- -+ , Ui, }, ordenando a base como B =

{Ulla s 7U1n17 ety Uppy 7U'rnr}- Seja Ul‘j - B Temos
T(vij) = a11v11 + -+ - + A1y V1ny + -+ QU1 + -+ -+ Qpp, Uy, COM a5 € K.

Como V =W & ---d W, e W; é T-invariante para ¢+ = 1,--- ,r, segue
que a;s = 0 se t # i. Logo a matriz fica em blocos diagonais, como no

enunciado. n

Deste ultimo teorema temos que o operador linear T' é soma direta dos
operadores T4, --- ,T,, onde cada operador T; estd definido em um espago
vetorial de dimensao menor que dimg V. Nosso proximo objetivo sera en-
contrar uma decomposicao conveniente para 7. Para isso, o nosso primeiro

passo sera estudar o polinomio caracteristico de um operador linear.

Corolario 12. Sejam T : 'V — V um operador linear e V um K-espago

vetorial. SeT' =Ty & --- BT, entao o polinomio caracteristico de T é dado

por pr(z) = pry () - - - pr, (x).

Teorema 13 (Cayley-Hamilton). Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao
finita. Um operador linear T : 'V — V € um zero de seu polinomio carac-

teristico pr(x).

Além do polinomio caracteristico, existe outro polinomio importante as-

sociado a um operador linear 7.

Definicao 14. Chamamos de polindmio minimal de um operador linear

T :V — V o polindmio ménico mr(x) de menor grau tal que mp (7)) = 0.

Veremos a seguir algumas relacoes entre esses polindmios que decorrem

do Teorema de Cayley-Hamilton.

Corolario 15. O polinémio minimal mr(x) de T € um divisor do polinémio

caracteristico pr(x) de T
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Demonstragao. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, temos pr(7) = 0. Pela
definicao de polinémio minimal, degmy < deg pr. Aplicando o algoritmo da

divisao,

pr(x) = q(z)my(x) + r(z), com r(z) =0 ou degr < degmy. (1)
Aplicando (1) em 7', obtemos 7(7') = 0. Pela minimalidade de mr, segue
que r = 0, logo my divide pr. O

Corolario 16. Os polinomios caracteristico e minimal de T tém as mesmas

raizes, a menos de multiplicidade.

Demonstracao. Pelo resultado anterior, toda raiz de my é raiz de pr. Reci-
procamente, seja A raiz de pr. Entao A é autovalor de T', e existe v # 0 com
T(v) = Av. Para cada i > 1, T"(v) = Nv. Escrevendo my(z) = > a;z’,

temos
0=mr(T)(v) = (Z aiT’) (v) = (Z ai)\i> v.
i=0 i=0
Como v # 0, segue que mp(\) = 0. O]

A seguir definiremos operadores nilpotentes, pois eles serao a pedra fun-

damental para construcao de formas de Jordan.

Definicao 17. Um operador linear 7' : V' — V é chamado de nilpotente
se existir um inteiro positivo m tal que 7™ = 0. O menor indice com esta

propriedade ¢é dito indice de nilpoténcia.

Exemplo 5. Seja T': V — V um operador linear e § uma base de V' tal que

a matriz de T na base [ é escrita por

kxk.
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Tal matriz é nilpotente, com indice (de nilpoténcia) k.

Usaremos o resultado a seguir para ver que todo operador linear em um
espaco de dimensao finita, pode ser escrito como soma de um operador nil-
potente.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita n sobre um corpo F'. Para
qualquer operador linear 7' € Endp(V), existe uma decomposigao do espago
em termos de subespacos T-invariantes baseada na estabilizacao de suas

potencias.

Lema 18 (Decomposicao de Fitting). Seja T : V. — V' um operador linear.
FEziste um inteiro k € {0,1,...,n} tal que:

V = ker(T*) @ Im(T*)

onde T |xex(rry € um operador nilpotente e Ty rry € um automorfismo.

Demonstracao. Consideramos as sequéncias de subespacos de V:
ker(T) C ker(T?) C ker(T?) C ...

Im(7") D Im(T?) D Im(T%) D ...

Como dim V' = n, a sequéncia de dimensoes dos nicleos é nao-decrescente
e limitada por n. Logo, existe um menor inteiro k < n tal que dim ker(7T*) =
dim ker(T"1). Pela inclusao, temos ker(T*) = ker(T**1).

Pelo Teorema do Nticleo e da Imagem, como dim ker(T*) 4+ dim Im(T*) =
n, a estabilizacio do ntcleo implica a estabilizacio da imagem: Im(T*) =
Im(T*+1).

Agora, para provar que V = ker(T*)®Im(T*), mostramos que a interse¢io
é trivial. Seja v € ker(T*) N Im(T*).

1. Como v € Im(T*), existe w € V tal que v = T*(w).
2. Como v € ker(T*), temos T*(v) = 0, logo T*(T*(w)) = T*(w) = 0.

3. Assim, w € ker(T%). Como a cadeia estabilizou em k, ker(T?*) =

ker(T*).

10
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4. Portanto, w € ker(T*), o que implica v = T*(w) = 0.

Como ker(T*) N Im(T*) = {0} e a soma das dimensdes é n, segue a soma
direta. Como queriamos.

Em seguida, como por defini¢ao, para todo v € ker(T*), T*(v) = 0, temos
que restricao é nilpotente. Por fim, Seja T" = T'|jyr#y. Como Im(T*) =
Im(T*1), vemos que T é sobrejetor sobre um espago de dimensao finita,

logo T" é um isomorfismo. m
Com isso, podemos provar o sequinte resultado:

Teorema 19 (Decomposi¢ao de Fitting). Sejam V um espago vetorial de
dimensao finita e T : 'V — V um operador linear. FEntao V admite uma

decomposicao unica em soma direta de subespacos T-invariantes:
V=Nr®lIr

tal que a restricio T |y, € um operador nilpotente e a restricao T\, € um

operador tnvertivel.

Demonstracao. 1. Existéncia: Considere as sequéncias de subespacos ker(7™)
e Im(7™). Como dimV < oo, existe um menor inteiro £ > 0 (o indice de
Fitting) tal que as sequéncias se estabilizam, isto é, ker(T*) = ker(T*!) e
Im(T*) = Im(T**1). Definimos:

Ny =ker(T*) e Ip =Im(T")

Pelo Lema de Fitting, V' = Ny & Ir. Além disso:

e Np e Iy sao T-invariantes, pois 1" comuta com suas proprias poténcias
Tk

e T|y, ¢ nilpotente, visto que para todo v € ker(T*%), temos T*(v) = 0.

e T|;, é invertivel, pois T(Im(T*)) = Im(T*"!) = Im(T*), o que mostra

que a restricao é sobrejetora e, por dimensao finita, um automorfismo.

11
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2. Unicidade: Suponha que exista outra decomposicao V = H & K em

subespacgos T-invariantes tal que T'|y é nilpotente e T'|x é invertivel.

e Seja m o indice de nilpoténcia de T'|y. Entdo H C ker(7™). Pela
estabilizaciao da cadeia de ntcleos, ker(T™) C ker(T*) = Np, logo

H C Np.

e Como T éinvertivel, T*|x também é invertivel. Assim, K = TF(K) C
Im(T*) = I, logo K C Ir.

Como V = H® K = Ny & Ir com as inclusctes H C Ny e K C I, as
dimensoes devem coincidir: dim H = dim Ny e dim K = dim Ir. Portanto,
H= NT e K = IT- ]

Esse resultado ¢é o principal ingrediente que precisamos para construir as

bases de Jordan.

Proposicao 20. Seja T : V. — V' um operador linear nilpotente de indice
r > 1, onde V é um K-espaco vetorial de dimensao finita. Se vy € V' € tal
que T (vg) # 0, entdo:

1. A =0 € o unico autovalor de T'.
2. O conjunto {vg, T'(vg), -+, T (vy)} € linearmente independente.

Demonstragao. 1. Se T'(v) = Av com v # 0, entdo 0 = T"(v) = N'v, logo
A=0.

2. Sejam «; € & tais que apgvg+ay T (vg)+- - -+a, 1 T7 *(vg) = 0. Suponha
que exista um escalar nao nulo, sem perda de generalidade, seja ag o

primeiro escalar nao nulo. Assim, a 7% (vg) + -+ + a,_1T" *(vy) = 0.

Logo
Ogi1 Oy 1
Ts — __Ts+1 . T 1
(vo) o (vo) a. (vo)
N A
(-2 ) = = 22

12
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Portanto, T%(vg) = T°'(v), para o v descrito acima. Segue que

T Hwo) =T 7%(T(vo)) = T (1" (v)) = T"(v) = 0,

uma contradigao, pois 7" !(vy) # 0. Logo nao existe tao escalar nao

nulo e os vetores sao linearmente independentes.

O

Faremos a seguir uma série de observacoes para motivar nosso resultado

principal.

Observacao 21. 1. Suponha que T : V' — V é nilpotente de indice m.
Pela Proposigao 20, a familia {77 ' (v), T™ %(v),--- ,T(v),v} é LI,
para algum v € V com T™ '(v) # 0. Se ordenarmos esta familia ao

contrario, isto €,
B={T""1v), T"2(), ..., T(v), v},

entdao a matriz de 7' em B tem 1 na superdiagonal (a convengao mais

comum):

—
e}
(e}

mxXm.

2. Suponha agora que pr(x) = (z—A)". Pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
(T'— A\I)" =0 e, portanto, (7" — A\I) é nilpotente. Se seu indice de nil-

poténcia for n, entao, escolhendo uma base como no item anterior para

13
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(T — M), obtemos

1 0 0 0

0 A 0 0

[T = :
1

0 A

nxn.

As observacoes acima justificam a préxima definicao.

Definigao 22. Chamamos de bloco de Jordan r xr em \ a matriz J,.(\) €
M., (K) que tem A em toda diagonal principal e 1 em toda superdiagonal, isto

€,

1 0
1
0 X
B =

X7,

Definigao 23. Uma matriz J € M, (K) é dita matriz de Jordan se J
¢ formada por blocos de Jordan J,,, (A1), Juy(A2), - -+, Jn. (As) colocados sob

forma diagonal:

Ju) 0 o0
S () an .()\2) A 0
0 0 o Tn ()

O seguinte lema sera util no que se segue.

Lema 24. Seja T : V — V' um operador linear nilpotente de indice m > 1,
onde V é um K-espaco vetorial de dimensao finita. Se v € V ¢é tal que
T (v) # 0, entao:

14
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1. Existe um subespago T-invariante W de V' tal que V- =U & W, onde
U= (v, T(v), -, T™ 1 (v)).

2. A restricao Tj,, : W — W ¢€ nilpotente, com indice de nilpoténcia

m < m.
Demonstragdo. Definau; :=T?(v) paraj =0,...,m—1eU = (ug, ..., Up_1).
Pela Proposicao 20, (ug, ..., uy,—1) é LI e U é T-invariante.

Escolha uma forma linear f : V' — K tal que f(u;,-1) = 1. Defina
P:V — U por
P(z) = FT™ 2wy
=0

Entao P é um projetor sobre U: para x = us,

[y

P<us) - f(Tm_l_juS) uj = f(us—i-m—l—j) U; = Usg,

J=0 J

3
L
3

I
o

pois Usym—1-5 = 0 quando s +m — 1 — 7 > m, e o Unico termo nao nulo
ocorre em j = s, dando f(u,_1)us = us.
Além disso, P comuta com T (isto é, PT = T P), pois

m—1 m—1
PT(z) = f(T™ 0T u; = f(T™ ) U,
j=0 Jj=0
e
m—1 m—2 m—1
TP(x)=> f(T" ' a)T(u) =Y fT™" " Ta)ujy =Y (T z)uy,
=0 =0 =1

que coincide com PT'(x) (o termo j = 0 é nulo pois envolve 7™). Portanto
W := ker(P) é T-invariante e

V =Im(P)®ker(P)=UeW.

Por fim, T}y, € nilpotente por ser restricao de um nilpotente, e seu indice é
< m. 0

15
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Teorema 25. Seja T : V. — V' um operador linear nilpotente com indice

de nilpoténcia m > 1, onde V € um K-espaco vetorial de dimensao finita.

Entdo existem numeros positivos t,my,mg,--- ,my e vetores vy, -+, vy € V
tais que
I.m=my>my>--2>my.

2. O conjunto
B={T""Yv),....,T(v),v1, ..., T™ (v;),...,T(v;), v}

€ uma base de V.
3. T™i(v;) =0, para cada i =1,--- ,t.

Demonstragdo. Como T™™1 # 0, existe v; € V tal que T™ 1(vy) # 0, pelo
Lema 20, 81 = {T™ *(v1), T™ %(v1),- -+, T(v1),v1} é LI Seja Wy =< B >,
como W; é T—invariante, segue pelo Lema 24, segue que existe Wj C V
T—invariante, tal que V. = Wy @ Wy. Faga m; = m, e To = Ty;. E
claro que 75 é nilpotente com indice de nilpoténcia ms < m;. Repetindo
o argumento, anterior, temos que existem vy, € Wy, vy # 0 tal que By =
{Tm27Y(vg), T™272(vg), - -+, T(vq),vo} 6 LI, e W} C W3 tal que Wi = WodWj
com Wy =< 5 >. Repetindo este procedimento, como dim, V' < oo, chega-

se aos valores t,mq, - ,my. O

Para um operador linear nilpotente T : V' — V', sejam t,mq,--- ,m; e B

como no Teorema 25. Entao a matriz de 7' na base B é formada por blocos

0

mM; XMmy;

Agora usaremos esses resultados para construir a forma de Jordan.
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Teorema 26 (Decomposigao primaria). SejaT : V — V um operador linear,

onde V € um K-espago vetorial de dimensao finita, tal que

pr(@) = (= A)™ - (2 — \)™,

mp(z) = (x — X)) - (= NP,

comm; >1eX # N\ sei#j. Entao
V=U®&- ---aU,

onde

U; = ker(T — \,1)™.
Além disso:
1. dimU; = m;;
2. U; € T-ivariante;
3. (T — NI)|y, € nilpotente, com indice de nilpoténcia k;.
Demonstracao. Para cada ¢ =1,...,r, definimos
U :==ker(T — N\ I)™.
Como (T — \;I) comuta com T', segue que U; é T-invariante.

Por definigao, (T" — \I)™ = 0 em U, logo (T'— \;I)|y, ¢ nilpotente.

Pelo Teorema 11, temos
pr(x) = [ [ priy, (@).
i=1

Como ); é o tnico autovalor de T'|y, (pois (T'— \iI)|y, é nilpotente), segue

que
pT|Ui (3;) — (.2? _ )\i)dimUi~
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Comparando com a fatoracao de pr(z), concluimos que dim U; = m;.

Resta mostrar que a soma U; + - - - + U, ¢ direta. Para cada 7, defina
gi(z) = [z = 2)™.
J#
Como mdc((z — ;)™ ¢;(x)) = 1, existem polinomios a;(z), b;(x) tais que
a;(x)(z — N)™ + bi(z)gi(z) = 1.
Avaliando em 7' obtemos
ai(T)(T = NI)™ + bi(T)qi(T) = I.

Denote P; = b;(T)q:(T).
Sev e U; N Z#i U;, escreva v = Z#i u; com u; € U;. Aplicando P,
temos:
e Para j # i, ¢;(T) contém o fator (' — \;1)"™, que anula u;, logo
Fi(u;) = 0.
e Para v € U;, temos (T — \;I)™wv = 0, entao da identidade polinomial
segue Pi(v) = v.

Assim,

v="Fv) =3 Ply) =0

Portanto, U; N )

concluimos

iz Uj = {0} para cada i, e como >/, dimU; = dimV,

V=U,® -aoU,.

Indice de nilpoténcia: Seja my(z) = (x — A)F -+ (z — A\)* o po-
linémio minimal de 7. Como mr (7)) = 0, em particular my(7T")|y, = 0. Para
j # i, o operador (T'— \;I)|y, é invertivel (pois \; nao é autovalor de T'|y,),

logo o fator (T — \;1)* é invertivel em U;. Portanto, a restrigio de mr(T) a

U; ¢é equivalente, a menos de um fator invertivel, a (T — \;1)*
temente, (T — N\ )"

v, Consequen-

v, = 0, e k; é o menor expoente com essa propriedade

18



Professor Charles Almeida- FORMA CANONICA DE JORDAN-MA719

(caso contrario, poderfamos construir um polinémio de grau menor que anula
T, contradizendo a minimalidade de my(z)). Assim, o indice de nilpoténcia
de (T — N\I)|y, é exatamente ;.

m

Definicao 27. Cada um dos U; acima definidos sao chamados de autoespagos

generalizados de T'
Por fim, temos o resultado principal dessas notas:

Teorema 28. Sejam T : V. — V um operador linear e V um K-espaco
vetorial de dimensao finita, com K um corpo algebricamente fechado. Entao

existe uma base B de V' tal que [T|p é uma matriz de Jordan.

Demonstracao. Pelo Teorema 26, temos
V=U& U,

onde cada U; é T-invariante ¢ o operador (" — A1)y, ¢ nilpotente.
Aplicando o Teorema 25 ao operador nilpotente (1" — A\;J)|y,, obtemos
uma base B; de U; na qual a matriz de (T' — A\;I)jy, é soma direta de blocos
de Jordan nilpotentes. Consequentemente, a matriz de T'|y, nessa base é
soma direta de blocos de Jordan associados ao autovalor \;.
Como V é soma direta dos U;, a uniao das bases By, ..., B, forma uma

base B de V. Nessa base, a matriz de T' é uma matriz de Jordan. O

Como uma consequéncia direta do Teorema 26, o maior bloco de Jordan
associado a \; terd tamanho exatamente k;. Nosso préximo objetivo é provar
que a forma de Jordan encontrada no resultado anterior é \inica a menos de

mudanca de ordem dos blocos. Precisaremos do seguinte lema

Lema 29. Seja N : W — W wum operador nilpotente cuja forma de Jordan

possut blocos de tamanhos
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Para cada k > 1, vale
¢
dim ker N* = Z min{k, s;}.
j=1

Demonstracao. Escreva W como soma direta dos subespacos invariantes as-

sociados aos blocos de Jordan:
W=W,&--- e W,

onde dim W; = s; e Ny, é representado por um bloco de Jordan nilpotente
de tamanho s;.

Como N* preserva cada W, temos
ker N* = ker(N¥|y,) @ - - - @ ker(N*|w,),

e, portanto,
¢
dim ker N* = Z dim ker (N*|y.).
j=1
Fixemos j € {1,...,/}. Seja {e1,..., e} uma base de W; tal que

N(e1) =0, N(ez)=e1, ..., Niey)=e5-1.

Entao, para todo k& > 1,

i 0, se 1 < k,
N¥(e;) =
Ci—k, sei>k.
Logo,
ker(Nk|W].) = <€1, . 7emin{k,sj}>7
e, portanto,

dim ker(N*|y,) = min{k, s;}.
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Somando sobre j =1, ..., /¢, obtemos
¢
dim ker N* = Z min{k, s;}.
j=1

]

Além disso, o proximo resultado sera util para calcular na pratica o nimero

de blocos de Jordan.

Lema 30. Seja N : W — W um operador nilpotente e, para cada k > 1,
seja

d := dim ker N*.
Entao o numero de blocos de Jordan de N de tamanho maior ou igual a k é

wgual a

dy, — dy—1,
com a conveng¢ao dy = 0.

Demonstracdao. Pelo Lema 29, se a forma de Jordan de N possui blocos de

tamanhos
S1 2 S 2 -+ 2 Sy,
entao
¢ ¢
d, = Zmin{k, s;} e dy1 = Zmin{k —1,s;}
j=1 j=1
Logo,

¢
dp — d_1 = Z(min{k, s;} —min{k — 1, 5;}).
j=1
Fixemos j. Se s; > k, entao

min{k,s;} =k e min{k—1,s;} =k—1,

logo
min{k, s;} —min{k — 1,s;} = 1.
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Se, por outro lado, s; < k, entao

min{k, s;} = min{k — 1,s;} = s,

logo
min{k, s;} —min{k — 1,s;} = 0.
Portanto,
) ) 1, ses; >k,
min{k, s;} —min{k — 1,s;} =
0, ses; <k.
Somando sobre j = 1,...,¢, concluimos que d, — dj_; é exatamente o

numero de indices j tais que s; > k, isto ¢, o nimero de blocos de Jordan de

tamanho maior ou igual a k. O]
Agora podemos provar nosso resultado principal

Teorema 31 (Unicidade da forma de Jordan). Seja T : V — V um operador
linear, onde V' é um K-espago vetorial de dimensao finita e K € algebrica-
mente fechado. Entao a forma de Jordan de T é unica a menos da ordem

dos blocos.
Demonstracao. Pelo Teorema 26, temos a decomposicao primaria
V=U9---aoU,
onde, para cadat=1,...,7:
1. dimU; = my;

2. U; é T-invariante;

w

. (T — \I)|u, ¢ nilpotente;

4. M,..., A\ sao os autovalores distintos de T.
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Observamos que

De fato, como (T'— \;I) é nilpotente em U; e invertivel em P, ; Uj, segue
que ker(T — N\I)* = U; para todo k > m;. Logo, cada U; é determinado
unicamente por 1. Assim, a decomposicao primaria de V' é unica.

Fixemos agora ¢ € {1,...,r} e consideremos o operador

Pelo item (3), NN; é nilpotente. Pelo Teorema 28, existe uma base B; de U;
na qual a matriz de T'|y, é soma direta de blocos de Jordan associados ao
autovalor \;, ou seja, a matriz de IV; nessa base ¢ soma direta de blocos de
Jordan nilpotentes.

Assim, para provar a unicidade da forma de Jordan de T, basta provar a
unicidade da forma de Jordan de operadores nilpotentes.

Seja entao N : W — W um operador nilpotente. Para cada k > 1,
definimos

d := dim ker N*.

Os numeros dj, dependem apenas de N e satisfazem (veja Lema 18)
0<di <dy <--- < dimW.
Suponha que a forma de Jordan de N possui blocos de tamanhos

812822--->Sg.

Entao pelo Lema 29 temos que

¢
dy = Z min{k, s;}.
=1

E, pelo Lema 30, o niimero de blocos de Jordan de tamanho maior ou igual
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a k é dado por
dy — di—1,

Com a convencao de que dy = 0. Logo, a sequéncia (s1,...,s;) é completa-
mente determinada pelos ntimeros dg, os quais sao invariantes do operador
N.

Concluimos que os tamanhos dos blocos de Jordan de N sao tunicos (a
menos da ordem). Como isso vale para cada restricao 7’|y, segue que a forma

de Jordan de T é tnica a menos da permutacao dos blocos. O]
Por fim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolario 32. Seja T : V — V um operador linear e X\ um autovalor de T.

Entao o nimero de blocos de Jordan associados a A € igual a
dimker(T — AI).
Demonstracao. Pelo Teorema 26, o subespaco
Uy =ker(T — \I)™
¢é T-invariante e o operador
N = (T =Dy,

é nilpotente.

Pelo Teorema 25, N admite uma decomposicao em blocos de Jordan
nilpotentes. Cada bloco de Jordan contribui com exatamente um vetor para
ker N, logo

dim ker N

¢ o numero de blocos de Jordan de N.
Como ker N = ker(T — \I), o resultado segue. O

Exemplo 6. A observacao anterior nos permite classificar TODAS as ma-

trizes em M, (K), com K algébricamente fechado, a menos de conjugacao.
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Por exemplo, se n = 2 e M € My(K) entdao M é semelhante a uma das

seguintes matrizes:

A0
1. ! , com A, Ag € K.
0 X

A1
2. ! , com A\ € K.
0 M\
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